
Έتوپولوژی ͳکوانتوم رایانش

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١۴٠۴ اسفند ۶

مقدمه ١

هم که دیΎری موضوعات در گذار و گشت برای دهیم ͳم قرار ای بهانه را آن و پردازیم ͳم Έتوپولوژی ͳکوانتوم رایانش موضوع به فصل این در

گره نظریه از پوشانند، ͳم را ͳوسیع نسبتا گستره موضوعات این هستند. مهم و جالب دیΎر دلایل به هم و آنها با Έتوپولوژی رایانش ارتباط دلیل به

بدلیل .ͳغیرآبل و ͳآبل های آنیون تا گرفته ۵ Έتوپولوژی نظم از ۴ ، Έتوپولوژی میدان نظریه و ٣ باکستر یانگ معادله تا گرفته ٢ گیسو گروه و ١

ͳخیل کنیم ͳم بیان که هم ͳتعاریف کند. ͳم بسنده ͳکل خواص و تعاریف بیان به تنها و است کوتاه مرور Έی آنها از ما مرور مطالب این ͳگستردگ

از کدام هر تر دقیق مطالعه برای خواننده نتیجه در کنیم. ͳنم ارائه Έتوپولوژی فضای یا توپولوژی از ͳدقیق تعریف مثلا هستند،  شهودی و ͳکیف

با Έفیزی و ریاضیات در متنوع موضوعات ͳپیوستگ است جالب حوزه این ͳتمام در که آنچه کند. نگاه دیΎر کتب و مقالات به بایست ͳم آنها

یا دارد ͳقبل آشنایی موضوعات این با که ای خواننده است. شده منجر حوزه این ساختاری و ͳمفهوم زیبایی و غنا به که پیوندهایی است، ی΋دیΎر

بدهد. دست از چیزی آنکه بدون کند، شروع (٧) بخش از را فصل این مطالعه تواند ͳم برود Έتوپولوژی رایانش سراغ به مستقیما خواهد ͳم اینکه
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Έتوپولۈژی ناورداهای ٢

هستند معادل ͳکیف نظر از را فضا دو آیا دهیم تشخیص که است این آن در مسئله ترین مهم شاید و فضاهاست و ها ش΋ل مطالعه توپولوژی موضوع

دایره Έی مثلا نه؟  یا شود ͳم تبدیل دیΎر فضای Έی به فضا Έی ای پیوسته تغییرات با آیا که معناست این به جا این در ͳکیف نظر از نه. یا

است مرز بدون بعدی Έی فضای Έی دایری زیر ندارد ͳسان΋ی توپولوژی خط پاره Έی با دایره Έی اما دارند ͳسان΋ی توپولوژی ͳبیض Έی و

با کره Έی ΀سط ͳول هستند ی΋سان Έتوپولوژی نظر از گون ͳبیض Έی ΀سط با دوبعدی کره ΀سط چنین هم دارد. مرزی نقطه دو خط پاره و

فضاها این که ͳوقت بخصوص نیست ی΋سان فضا Έی توپولوژی تشخیص پردازیم ͳم تر پیچیده فضاهای به ͳوقت نیست. ی΋سان چنبره Έی ΀سط

بودن معادل دقیق ͳریاض صورت به توان ͳم بازهم وجود این با نیست. پذیر ام΋ان ما برای تصورشان و گیرند ͳم قرار ما بعدی سه فضای از خارج

این به پرداختن فرصت درس این در بشناسیم. را Έتوپولوژی فضای تعریف که است این تعاریف این نیاز پیش البته کرد. تعریف را Έتوپولوژی

Έتوپولوژی فضای که است این بدانیم باید که چیزی تنها کند. نگاه توپولوژی ͳمقدمات کتاب Έی به بایست ͳم خواننده و ندارد وجود تعاریف

این روی تا باشیم داشته نیازی آنکه بدون کرد، تعریف را دیΎری به فضا Έی از ها نگاشت ͳپیوستگ مفهوم آن در توان ͳم که است مجموعه Έی

کنیم. تعریف مختصات فضاها

وارون و پیوسته تابع Έی هرگاه دارند)  ͳسان΋ی توپولوژی که گوییم ͳم (و گوییم ͳم ۶ همریخت یا معادل را Y و X فضای دو تعریف:  n

ͳم نشان صورت این به را فضا دو بودن معادل فضاست. دو این بین Έی به Έی تناظر همان این باشد. داشته وجود فضا دو این بین پذیر

که: دهیم

X ≈ Y. (١)

همریخت تشخیص ͳکل صورت به واق΄ در نیست. ساده چندان دارند ͳسان΋ی توپولوژی متفاوت فضای دو آیا که این تحقیق تعریف این علیرغم

اند. کرده ͳطراح را ͳدقیق و جالب ابزارهای Έتوپولوژی نظر از فضا دو دادن تمیز برای ها ریاضیدان نیست. ای ساده مسئله اصلا فضا دو بودن

٨ اول هموتوپی گروه مثال عنوان به باشند. داشته ͳمتفاوت های ش΋ل توانند ͳم ناورداها این گویند. ͳم ٧ Έتوپولوژی ناورداهای را ها ابزار این

طور به توان ͳم را فضا این در ͳمنحن هر آیا اینکه ͳیعن نه. یا هستند ٩ پذیر انقباض فضا Έی درون بسته های ͳمنحن همه آیا که دهد ͳم نشان

عضو اول هموتوپی گروه در ،ͳکیف ͳخیل صورت به کند. ͳم جلوگیری کار این از ١٠ Έتوپولوژی مان΄ Έی اینکه یا کرد جم΄ نقطه Έی به پیوسته
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دیΎر، عبارت به یا شوند ͳم گرفته نظر در ی΋سان ͳΎهم شوند ͳم تبدیل هم به پیوسته طور به که هایی ͳمنحن است. پذیر انقباض ͳمنحن Έی ͳخنث

ͳدوم کردن ͳط معنای به ͳمنحن دو کردن ضرب شوند. ͳم تبدیل هم به پیوسته طور به که است هایی ͳمنحن ارزی هم کلاس گروه این عضو هر

تواند ͳم هموتوپی گروه دقیق تعریف برای خواننده است. عکس جهت در ͳمنحن Έی کردن ͳط معنای به نیز عضو Έی وارون است. ͳاول از پس

هموتوپی گروه که گوییم ͳم و پذیرند ١٢ تراکم دوبعدی کره ΀سط روی های ͳمنحن تمام مثال عنوان به ١١ کند. مراجعه مقاله یا کتاب Έی به

است عضوی Έی ͳبدیه گروه Έی کره اول

π1(S2) = {e}.

است: برقرار زیر رابطه چنبره برای که داد نشان توان ͳم نیستند. چنین چنبره روی بسته های ͳمنحن همه ͳول

π1(Torus) = Z × Z.

کند: صدق زیر تعریف در که شود ͳم تعریف چنان همواره Έتوپولوژی ناوردای

که است خاصیت این دارای I مثل Έتوپولوژی ناوردای Έی تعریف: n

if X ≈ Y, then I(X) = I(Y ). (٢)

پایان در اگر و دارد وجود آنها برای آسان) الزاما نه چه (اگر مشخص محاسبه روش Έی که است این Έتوپولوژی ناورداهای کردن پیدا فایده

که کنید دقت نیست. معادل Y با X که رسیم ͳم نتیجه این به بالا قضیه از استفاده با قطعا آنگاه I(X) ̸= I(Y ) که برسیم نتیجه این به محاسبه

فهرست که ͳصورت در نیستند. ͳ΋ی هم با خاص فضای دو که گوید ͳم تنها بل΋ه هستند ͳ΋ی باهم فضا دو آیا که گوید ͳنم Έتوپولوژی ناوردای

Έی که گوییم ͳم کنیم برقرار طرفه دو صورت به را رابطه این که باشیم داشته قوی ناوردای چند یا Έی که این یا باشیم داشته ناورداها از ͳکامل

ناوردای Έی با تنها مرز بدون و پذیر جهت بعدی دو فضاهای تمام مثال عنوان به ایم. داده انجام Έتوپولوژی فضاهای از دسته Έی از بندی طبقه

دهد. ͳم نشان را بعدی دو ΀سط Έی جنس مفهوم (١) ش΋ل شود. ͳم نامیده ١٣ جنس Έتوپولوژی ناوردای این شوند. ͳم بندی طبقه Έتوپولوژی

کرد. استفاده نیز دارد آن با ͳ΋نزدی رابطه که اویلر مشخصه از جنس جای به توان ͳم

تمرین: n
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اگرچه گویند ͳم ΀سط ١۴ بندی مثلث اصطلاحا را شب΋ه این پوشاند. ها ͳچندضعل از شب΋ه Έی با را بعدی دو ΀سط Έی توان ͳم

شود: ͳم تعریف زیر صورت به ١۵ اویلر مشخصه شب΋ه این برای نیستند. مثلث لزوما ها ͳچندضلع

χ = V − E + F, (٣)

مشخصه است. Έتوپولوژی ناوردای Έی اویلر مشخصه که شود ͳم ثابت هاست. وجه تعداد F و اضلاع Eتعداد ها، راس تعداد V درآن که

کنید تحقیق و دهید تغییر خود دلخواه به را بندی مثلث نوع سپس . Έی جنس با چنبره Έی کره، Έی کنید: پیدا سطوح این برای را اویلر

χ = 2− 2g. است: برقرار زیر رابطه سطوح این برای که دهید نشان ندارد. بندی مثلث نوع به ͳربط ΀سط Έی اویلر مشخصه که

پذیر جهت و مرز بدون بعدی دو سطوح تمام بندی طبقه :١ ش΋ل
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۴



ها گره ناورداهای ٣

(یا گره کردن پاره بدون ͳیعن پیوسته طور به توانید ͳنم را مختلف های گره این از ͳخیل بزنید. گره ͳمختلف های ش΋ل به توانید ͳم را طناب Έی

تبدیل ی΋دیΎر به کردن پاره بدون بتوانیم که را گره دو نامیم. ͳم معادل غیر های گره را ها گره این کنید. تبدیل هم به ( گره کامل کردن باز

را ها اتم از تصوری شوند، ͳنم تبدیل هم به ͳسادگ به ها گره که خاصیت این به توجه با کلوین لرد بار نخستین خوانیم. ͳم معادل های گره کنیم

ای ساده های گره ساده های اتم او نظریه در بود. قبول مورد هنوز موق΄ آن که ١۶ اتر درون گره Έی جز نیست چیزی اتم هر آن در که کرد طرح

آخر ͳال و تر پیچیده ͳکم گره Έی هلیوم و است اتر در ساده گره Έی هیدروژن بنابراین تر. پیچیده های گره تر بزرگ های اتم و هستند اتر در

خیز و افت خود برای نیز ایده این ͳ΋فیزی های ایده از دیΎر ͳخیل مثل شود. ͳم ͳناش ی΋دیΎر به ها گره این نشدن تبدیل از نیز ها اتم پایداری و

کلوین تصور که دانیم ͳم امروزه است. شده احیا دیΎر های ش΋ل به دیΎر های زمان در و شده گذاشته کنار ͳکل به هایی برهه در و داشته هایی

Έی توان ͳم ͳریاض نظر از هاست. گره مطالعه در Έفیزی و ریاضیات بین پیوند سرآغاز او نظریه بود که چه هر ͳول است اشتباه ͳکل به ها اتم از

تحت دایره Έی تصویر واق΄ در K مثل گره Έی که است این حرف این معنای گرفت. نظر در بعدی سه فضای در دایره Έی ١٧ نشاندن را گره

دیΎر عبارت به است. بعدی سه فضای به پیوسته نگاشت Έی

f : S1 −→ R3 (۴)

ͳیعن است. K مثل گره Έی بعدی سه فضای در دایره تصویر شرایط این تحت باشد. پیوسته نگاشت Έی f هرگاه کند ͳم تعریف را گره Έی

چیزی ها گره همه ندارد) ͳدسترس بیرون بعدی سه فضای به و کند ͳم ͳزندگ دایره روی که موجودی نظر از ͳیعن ) ͳذات نظر از K = f(S1).

نیست ͳمعن این به گره دو بودن معادل بنابراین است. بعدی سه فضای در آنها نشاندن نحوه کند ͳم متمایز هم از را آنها که آنچه نیستند. دایره جز

معادل باهم بعدی سه فضای در ها آن ١٨ نشاندن نحوه که است این بل΋ه باشند معادل هم با هستند دایره ارز هم که ͳموجودات عنوان به آنها خود که

باشد. برقرار زیر شرط که ͳوقت خوانیم ͳم معادل را K2 و K1 گره دو بنابراین باشد.
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معادل غیر های گره از نمونه چند :٢ ش΋ل

ͳقسم به باشد داشته جود و g : R3 −→ R3 پذیر وارون و پیوسته نگاشت Έی هرگاه شود ͳم خوانده معادل K2 و K1 گره دو  : تعریف n

.g(K1) = K2 نگاشت این تحت که

دهه چندین از که ͳسوال کنید. تبدیل دیΎر گره به و داده ش΋ل تغییر پیوسته طور به را گره Έی توانید ͳم که گوید ͳم رابطه این شهودی نظر از

و کرد بندی طبقه را ها گره همه توان ͳم آیا هستند. ها کدام معادل غیر های گره انواع که است این کرده جلب خود به را ریاضیدانان توجه پیش

دهد. ͳم نشان را دوبعدی ΀سط نوع چند نیز (١) ش΋ل دهد. ͳم نشان را گره نوع چند (٢) ش΋ل داد؟ جای طبقه Έی در را معادل های گره تمام

تنها پذیر جهت و مرز بدون دوبعدی سطوح دانیم ͳم که این ͳیعن است شده انجام کامل بندی طبقه Έی که مدتهاست بعدی دو سطوح مورد در

صورت ای بندی طبقه نوع هیچ هنوز و است تر پیچیده بسیار وضعیت ها گره مورد در شوند. ͳم شناسایی ١٩ جنس نام به گسسته پارامتر Έی با

شوند. داده تمیز هم از پارامتر ͳکم تعداد با ها گره که داشت امیدی توان ͳنم که دهد ͳم نشان نیز ها گره از ساده ش΋ل چند همین است. نگرفته

طبقه را ها گره ، کنیم ͳم تصویر دوبعدی صفحه Έی روی را ها گره که ͳوقت ٢٠ ها تقاط΄ تعداد که کند فکر ͳکس است مم΋ن مثال عنوان به

که چه هر و داشت معادل غیر های گره زیادی بسیار تعداد تقاط΄ مشخص تعداد Έی با توان ͳم که دهد ͳم نشان تمرین ͳکم ͳول کند. ͳم بندی

شد. خواهد زیادتر نیز ها گره تعداد شود ͳم زیاد ها تقاط΄ این تعداد

باشند تقاط΄ تا سه دارای که هایی گره برای را کار همین باشند. داشته تقاط΄ تا دو هرکدام که کنید رسم معادل غیر گره چند ین: تمر n
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کنید. تکرار

چنین صرف را خود وقت ها فیزی΋دان نیز اخیراً و ها ریاضیدان باید چرا دارد؟ ͳاهمیت چه ریاضیات در ها گره بندی طبقه که پرسید توان ͳم اما

دوبعدی سطوح بندی طبقه که همانطور است. مربوط بعدی سه Έتوپولوژی فضاهای بندی طبقه به مسئله این ی ها ΁پاس از ͳ΋ی کنند. ای مسئله

کنون تا سوال این ΁پاس هستند؟ ها کدام بعدی سه پذیر جهت و مرز بدون بعدی سه Έتوپولوژی فضاهای انواع که بپرسیم توانیم ͳم دانیم، ͳم را

Έتوپولوژی فضاهای بندی طبقه به ها گره بندی طبقه شده داده نشان اینکه آن و است گرفته صورت آن در مهم پیشرفت Έی اما است. نشده داده

است. ارز هم آن با ͳحت و کند ͳم Έکم بعدی سه

شناسایی که دانیم ͳم و بشناسیم نیز را معادل غیر بعدی سه فضاهای انواع توانیم ͳم بشناسیم را معادل غیر های گره انواع بتوانیم اگر ترتیب این به

شناسایی برای را ͳطولان های تلاش انگیزه موضوع این است. تر ساده بسیار هستند تری ملموس اشیای بعدی سه فضاهای به نسبت که ها گره

کرد. تصویر صفحه Έی روی است ور غوطه بعدی سه فضای در که را گره Έی توان ͳم که بوده این تلاش نخستین کند. ͳم روشن را ها گره

گیرد. ͳم قرار دیΎر خط روی بر خط Έی همواره ها تقاط΄ این در دارد. تقاط΄ تعدادی که بسته ͳمنحن Έی به شود ͳم تبدیل گره تصویر این در

ͳم تصویر بعدی دو فضای در را گره که بΎوییم نباید دقیق طور به البته کرد. مطالعه بعدی دو فضای در را آن تصویر گره خود جای به توان ͳم

ͳم رد هم روی از ها ͳمنحن آن در که ٢١ راه چهار تعدادی با ΀مسط تقریبا ͳمنحن Έی به شود تبدیل تا کنیم ͳم پخ اصطلاح به را گره بل΋ه کنیم

گره هموتوپی گروه توانیم ͳم مثال عنوان به شود. ͳم آسانتر گره مطالعه کنیم ͳم فکر تصویر این به ͳوقت بزرگ. شهرهای در ها اتوبان مثل شوند.

ش΋ل گره امتداد در که را تیوب این سپس آوریم. ͳم در تیوب Έی ش΋ل به و کنیم ͳم ضخیم ͳکم را گره نخست کنیم. مطالعه زیر ش΋ل به را

جای در که دارد وجود آن در پیچ در پیچ تونل Έی که است بعدی سه فضای ماند ͳم ͳباق که آنچه کنیم. ͳم خارج بعدی سه فضای از گرفته

گروه تعریف با مطابق سپس است. R3 −K فضای ͳیعن فضا این هموتوپی گروه گره، هموتوپی گروه از منظور است. گرفته ش΋ل گره ͳخال

زیاد ͳخیل فاصله در و شده تصویر آن روی گره که ای صفحه بالای در معمولا را نقطه این کنیم. ͳم اختیار فضا در ثابت نقطه Έی هموتوپی های

به کنیم. ͳم رسم نقطه این از هایی ͳمنحن (٣) ش΋ل مطابق و تقاط΄ هر ازای به سپس ندارد.) ͳاهمیت فاصله این مقدار (البته گیریم. ͳم نظر در

مولدها این اما دهیم. ͳم نشان b′i و ai, a′i, bi با را ها آن که شوند ͳم تعریف هموتوپی گروه مولدهای از چهارتا i ِ تقاط΄ هر ازای به ترتیب این

اند: مرتبط هم به زیر ش΋ل به شود ͳم دیده ش΋ل در که همانطور و نیستند مستقل

ai = a′i, aibia
′
i
−1

= b′i (۵)

قطعه دو با آزمایش Έی یا بΎیرد کار به را خود تخیل قوه باید یا خواننده راست، سمت رابطه برای اما است، آسان ͳخیل چپ سمت رابطه درک

شود. ͳم تعیین هایش رابطه و مولدهایش با گره هموتوپی گروه ترتیب این به دهد. انجام ΁ن تکه Έی و چوپ

Crossing٢١
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a

a’

b

b’

دارند. رابطه هم با مولدها این ͳول شود ͳم تعریف مولد چهار تقاط΄ هر در ها. گره برای هموتوپی گروه مولدهای :٣ ش΋ل

است. صحیح اعداد گروه ͳیعن Z گروه همان ͳبدیه گره هموتوپی گروه که دهید نشان تمرین: n

کنید. پیدا را ͳبرگ سه گره هموتوپی گروه تمرین:  n

گره این هموتوپی گروه است. درآمده 8 حرف ش΋ل به و خورده تاب Έی ͳول است ͳبدیه گره همان که بΎیرید نظر در گره Ίی تمرین: n

کنید. پیدا است، آمده  (٣) ش΋ل در که قواعدی از استفاده با را

باشد نداشته کارایی چندان است مم΋ن ابزار این خود ͳول رویم. ͳم ها گره مطالعه به آن Έکم به که باشد ابزاری اولین شاید هموتوپی گروه

بایست ͳم بنابراین است. دشوار مسئله این خود که شوند ͳم تعریف شان روابط و مولدها با که کند ͳم هایی گروه شناسایی به تبدیل را مسئله زیر

صورت راستا این در ͳفراوان های پیشرفت ͳطولان سالیان طول در کرد. دنبال ها گره ارزی هم های کلاس شناسایی برای را دیΎری های روش

است. شده بندی صورت زیر قضیه در ٢٢ رایدمایستر توسط ها پیشرفت اولین از ͳ΋ی است. گرفته

در که ای گانه سه های حرکت از محدودی تعداد با بتوان را ها آن تصویرهای اگر فقط و اگر اند معادل هم با گره دو رایدمایستر: قضیه n

کرد. تبدیل ی΋دیΎر به شده داده نشان ۴ ش΋ل

Reidmeister٢٢
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رایدمایستر گانه سه های حرکت :۴ ش΋ل

ͳاساس اهمیت Έتوپولوژی ناوردای مفهوم گره نظریه در توپولوژی، در دیΎری جای هر مثل دادیم، شرح پیشین های بخش در که همانطور

هرگاه که طوری به بنامیم I(K) را آن و دهیم نسبت I مثل مشخص کمیت Έی گره این به بتوانیم اگر باشد. گره Έی K که کنید فرض دارد.

باشیم داشته باشند معادل K ′ و K

I(K) = I(K ′)

ناوردای هر فایده کند. ͳنم تغییر گره پیوسته تغییرات تحت که است ͳکمیت I(K) دیΎر عبارت به نامیم. ͳم گره ناوردای Έی را I(K) آنگاه

I(K) = I(K ′) که بفهمیم اگر که کنید دقت خیر. یا هستند معادل باهم گره دو آیا که فهمیم ͳم بلافاصله آن محاسبه با که است این Έتوپولوژی

Έتوپولوژی ناوردای اگر که معنا این به است طرفه Έی Έتوپولوژی ناوردای تعریف زیرا هستند. معادل هم با گره دو این گه نیست این معنایش

داشته ͳسان΋ی ناوردای متفاوت گره دو که است مم΋ن نیستند. معادل گره دو این که گرفت نتیجه بلافاصله توان ͳم نباشد ی΋سان گره دو برای

قوی و جدیدتر ناورداهای تا شود ͳم تلاش دائما که است دلیل همین به . نیست قوی ناوردای Έی مزبور ناوردای که معناست این به این باشند.

نیست. ای ساده کار البته که شوند تعریف تر

٩



ها گره ناورداهای با آن رابطه و گیسو گروه ۴

این به سپس و کنیم ͳم ͳمعرف را گیسو گروه بخش این در است. شده پیدا گیسو گروه و گره نظریه بین که است ͳارتباط مهم های پیشرفت از ͳ΋ی

ͳنامتناه گروه Έی ٢٣ گیسو گروه انجامد. ͳم ها گره از جدید ناورداهای ساختن به ارتباط این چΎونه که دهیم ͳم نشان و کنیم ͳم اشاره ارتباط

صفحه همین عین نیز صفحه این بالای در بΎیرید. نظر در نقطه n صفحه Έی در دانست. جایΎشت گروه از ͳتعمیم را آن توان ͳم که است

هم دور شوند، خم توانند ͳم ها ͳمنحن این روند. ͳم بالایی صفحه نقاط به ͳپایین صفحه نقاط از که کنید تصور را هایی ͳمنحن کنید. تصور را

ͳم تش΋یل را تایی n گیسوی گروه از عضو Έی ها ͳمنحن این از دسته هر کنند. قط΄ را خود یا دیΎر Έی توانند ͳنم ͳول بخورند تاب و بپیچند،

ͳیعن ٢۴ دهند

γ ∈ Bn, γ : R2 × [0, 1] −→ R2 × [0, 1], γ(t) = {γ1(t), γ2(t), · · · γn(t)} (۶)

درآن که

γi(0) = pi, γi(1) = pj (٧)

این دقیق ش΋ل γ که بΎوییم باید تر دقیق طور به البته کند. ͳم وصل بالایی صفحه در pj نقطه به را پایین صفحه در pi نقطه γi ͳمنحن ͳیعن

شوند تبدیل ی΋دیΎر به شدن پاره بدون بتوانند که باشند ͳمنحن دسته دو γ′ و γ اگر که معنا این به آنهاست Έتوپولوژی کلاس بل΋ه نیست ها ͳمنحن

گرفتن قرار هم سر پشت معنای به گروه این در ضرب دهد. ͳم تش΋یل را گیسو گروه از عضو Έی آنها ارزی هم کلاس و گیریم ͳم ͳ΋ی را آنها

ست. بالا به پایین از ها ͳمنحن

بنویسید. ͳریاض دقیق صورت به را تعاریف این اند. شده تعریف عضو Έی وارون و گیسو گروه عضو دو ضرب کلاس در تمرین:  n

روابط در مولدها این اند. شده داده نشان (۴) ش΋ل در مولدها این دهیم. ͳم نشان σn−1 تا σ1 با را آنها که است مولد n− 1 دارای گیسو گروه

کنند. ͳم صدق زیر

σiσj = σjσi if |i− j| > 1 (٨)

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 (٩)
 Braid Group٢٣

Braid Group on n-strands٢۴

١٠



گیسو گروه مولدهای :۵ ش΋ل

کنید: رسم را زیر گیسوهای ش΋ل Bn گروه در تمرین:  n

σ1σ2 · · ·σn−1, σn−1σn−2 · · ·σ1.

σ1
−1σ2

−1 · · ·σn−1
−1, σn−1

−1σn−2
−1 · · ·σ1−1.

کنید: رسم را زیر گیسوهای ش΋ل Bn گروه در تمرین:  n

σ1σ2 · · ·σn−1, σn−1σn−2 · · ·σ1.

دو صفحه از ها ͳمنحن تمام که معنا این به است، بوده استوار R2× [0, 1] فضای روی ایم کرده تعریف کنون تا که گیسویی گروه تمرین: n

دوبعدی صفحه جای به که کنید تصور حال شوند. ͳم ختم آن موازات به R2×{1} دوبعدی صفحه Έی به و شده شروع R2×{0} بعدی

S2 × {0} بعدی دو کره از ها ͳمنحن دیΎر عبارت به شوند. تعریف S2 × {0} فضای در ها ͳمنحن ͳیعن دهیم قرار بعدی دو کره R2

Έی واق΄ در کنند. ͳم تغییر گیسو گروه مولدهای بین روابط شرایط این تحت شوند. ͳم ختم S2 × {1} بعدی دو کره به و شده شروع

کنید. پیدا را رابطه این شوند. ͳم اضافه ͳقبل روابط به جدید رابطه

از که ͳمنحن Έی توسط را بالایی نقاط از هرکدام که معنا این به کرد تعریف ۶ ش΋ل مطابق را ٢۵ گیسو گروه عنصر Έی بستار توان ͳم

صورت این به ͳگره هر آيا که است آین سوال است. گره Έی آید ͳم بدست که آنچه کرد. وصل پایین در آن متناظر نقطه به گذرد ͳم ها دوردست

ͳگره هر که است شده ثابت واق΄ در است. گره نظریه به مربوط مطالعات در عطف نقاط از ͳ΋ی و است مثبت سوال این ΁پاس آید. ͳم بدست

روشن را سوال این ΁پاس مهم قضیه Έی بازهم باشند. داشته ی΋سان بستارهای متفاوت گیسوهای که است مم΋ن است. گیسو Έی بستار حتما

های گره ͳصورت در تنها b′ و b گیسوی دو بستار که کند ͳم بیان قضیه این دهیم نشان Cl(b) با را آن بستار و b با را گیسو Έی هرگاه کند. ͳم

شوند: برآورده زیر شرط دو از ͳ΋ی که بود خواهد ی΋سان

Closure of a braid٢۵
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الف:

Cl(b) ∼ Cl(b′) if b = αβ and b′ = βα (١٠)

ب:

C(b) ∼ Cl(b′) if b′ = bσ±
n 1. (١١)

دریافت. را قضیه این پشت ͳکل ایده توان ͳم ش΋ل این روی از کند. ͳم بیان را قضیه این محتوی ٧ ش΋ل

و کنیم پیدا گیسو گروه از ͳنمایش که است این راه Έی کند. ͳم هموار را ها گره برای جدیدی ناورداهای تعریف راه ضمن در قضیه این

بستار بین که است ͳارتباط هم راه این ͳاصل ایده برسیم. ها گره برای مناسب ناوردای Έی به نمایش این روی مناسب رد Έی تعریف با سپس

پیدا گیسو گروه از ͳنمایش آنکه برای دارد. وجود جبری مفهوم Έی عنوان به آن ͳماتریس نمایش بستار و ͳهندس مفهوم Έی عنوان به گیسو Έی

مثل برداری فضای Έی در ماتریس Έی σi مثل گیسو گروه های مولد از کدام هر به بایست ͳم کنیم

D(σi) ≡ Bi

روی که است عملΎری هم Bi است، هم مجاور نقطه دو به مربوط σi که صورت همان به کنند. صدق گیسو گروه روابط همان در که دهیم نسبت

ͳیعن کند،  ͳم عمل V مثل برداری فضای Έی از تایی n تانسوری ضرب در مجاور برداری فضای دو

Bi : V ⊗ V · · ·V ⊗ V · · ·V ⊗ V −→ V ⊗ V · · ·V ⊗ V · · ·V ⊗ V,

در هم Bi عملΎرهای که خواهیم ͳم بنابراین اند. گرفته قرار (i, i + 1) موقعیت در که کند ͳم عمل فضایی دو آن روی فقط Bi البته که

کنند: صدق زیر روابط

BiBi+1Bi = Bi+1BiBi+1

BiBj = BjBi |i− j| ≥ 2. (١٢)

مثل ͳماتریس که است این راه Έی کنیم پیدا را هایی ͳماتریس چنین آنکه برای

B : V ⊗ V −→ V ⊗B

١٢



کند صدق زیر رابطه در که کنیم پیدا

(B ⊗ I)(I ⊗B)(B ⊗ I) = (I ⊗B)(B ⊗ I)(I ⊗B) (١٣)

دهیم: قرار و

Bi := I ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I ⊗B ⊗ I · · · ⊗ I ⊗⊗I. (١۴)

دهند. ͳم تش΋یل را گیسو گروه از ͳنمایش فوق های ماتریس که کند تحقیق ͳبراحت تواند ͳم خواننده

گیسو Έی بستار :۶ ش΋ل

١٣
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β

β
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α
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باشند. داشته رابطه هم با ش΋ل این در شده داده نشان شیوه دو از ͳ΋ی به گیسو دو آن اگر فقط و اگر اند معادل هم با گیسو دو بستار :٧ ش΋ل

نشان های خاصیت در که کرد تعریف چنان نمایش این روی ردˈی بتوان که است این بعدی قدم شود یافته گیسو گروه از نمایش Έی چنانچه

Έی بستار K ِ گره است: این ͳکل ایده ساخت. گره ناوردای Έی ترتیب این به توان ͳم کند. صدق (١١) و (١٠) های رابطه در شده داده

شود: ͳم تعریف زیر صورت به T (K) گره ناوردای Έی عنوان به مارکوف رد صورت دراین . K = Cl(b) ͳیعن است. b گیسوی

T (K) = Tr(Cl(b)) (١۵)

تورایف بار نخستین را رد از بخصوص نوع این کند. صدق (١١) و (١٠) های شرط که باشد ͳخاصیت چنان دارای بایست ͳم Tr ͳیعن رد این

کند. تعریف را گره ناورداهای توانسته و کرده تعریف ٢۶

Turaev٢۶
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گیسو گروه با آن رابطه و لیب ‐ͳتمپرل جبر ۵

شود: ͳم تعریف زیر روابط و {e1, e2, · · · en−1} مولدهای با Tn(d) یا ٢٧ لیبِ ͳتمپرل جبر تعریف: n

e2i = dei ∀ i

eiej = ejei |i− j| > 1

eiei±1ei = ei. (١۶)

کنیم: تعریف را زیر عناصر هرگاه واق΄ در دارد. گیسو گروه با که است ای رابطه جبر این اهمیت دلایل از ͳ΋ی

σi = tI + t−1ei, (١٧)

دهیم قرار و

d = −(t2 + t−2) (١٨)

را گیسو گروه ͳماتریس های نمایش یافتن طرف Έی از ارتباط این . کنند ͳم صدق گیسو گروه روابط در ها σi که دید خواهیم محاسبه ͳکم با

بین Έتوپولوژی رابطه Έی به تبدیل جبری رابطه این دیΎر طرف از است). تری ساده جبر تمپرلͳ‐لیب، جبر حال هر به (زیرا کند ͳم تر ساده

از تایی n مجموعه Έی بازهم دهیم توضیح را جدید رابطه این که این برای شود. ͳم ها ͳمنحن بین جدیدی ارزی هم های کلاس و گیسو گروه

Έی (٨) ش΋ل مطابق سپس بΎیرید. نظر در آن بالای در درست نقاط همین با صفحه همین از دیΎر نسخه Έی و دوبعدی صفحه در را نقاط

ͳمنحن این خورند. ͳنم تاب نیز دیΎر Έی دور و کنند ͳنم قط΄ را ی΋دیΎر ها ͳمنحن این کنید. رسم بالایی نقاط به ͳپایین نقاط از ͳمنحن مجموعه

ها ͳمنحن از ما منظور نیز حال همه در شوند. وصل ͳپایین صفحه همان از دیΎری نقطه به و شده شروع ͳپایین صفحه در نقطه Έی از توانند ͳم ها

که دهد نشان تواند ͳم ͳبراحت خواننده حال گیریم. ͳم نظر در ͳ΋ی را آن پیوسته تغییرش΋ل و ͳمنحن Έی که معنا این به آنهاست ارزی هم کلاس

هستند. (٨) ش΋ل در شده داده نشان های ͳمنحن با متناظر لیب ‐ ͳتمپرل جبر مولدهای

Temperly-Lieb٢٧

١۵



هستند. ها ͳمنحن این ارزی هم کلاس با مطابق تمپرلͳ‐لیب جبر مولدهای :٨ ش΋ل

دارد. Έتوپولوژی معنای Έی تمپرلͳ‐لیب جبر مولدهای بین روابط :٩ ش΋ل

کنید: رسم را T4(d) تمپرلͳ‐لیب جبر از زیر عناصر با متناظر های ͳمنحن تمرین: n

e1e2e1e2, e1e3e1e2e3, e1e2e3e2e4e2e1. (١٩)

١۶



کند. ͳم صدق گیسو گروه معادله در که دهید نشان و بΎیرید نظر در را زیر ماتریس تمرین: n

B =



q

p−1 q − q−1

p

q


(٢٠)

لیب ‐ ͳتمپرل جبر روابط در اید کرده پیدا که جوابی که کنید تست واقعا کنید. پیدا تمپرلͳ‐لیب جبر برای جواب Έی آن روی از سپس

کنید. پیدا لیب ‐ ͳتمپرل جبر برای را d مقدار کند. ͳم صدق

گره ناورداهای و کافمن براکت ۶

کنیم. تلاش ها گره ناورداهای پیداکردن برای دیΎری روش به که کند ͳم Έکم ما به کردیم پیدا گیسو گروه و تمپرلͳ‐لیب جبر بین که ای رابطه

٢٩ کافمن براکت اصطلاحا آید ͳم بدست گره برای که چیزی به و است شده انجام امری΋ایی ریاضیدان ٢٨ کافمن لویس توسط نخست کار این

شود. ͳم گفته

خواهیم ٣٠ ها تقاط΄ از ای مجموعه صورت به را آن کنیم فکر گره این ΀مسط تصویر به و بΎیریم نظر در را اختیاری ͳجهت گره Έی روی اگر

گیسوی Έی صورت به توانیم ͳم را ها تقاط΄ این از کدام هر است. شده رد راست سمت خط زیر از یا و رو از یا چپ سمت خط آن در که دید

(١٠) رابطه از توانیم ͳم کنیم فکر Έکوچ گیسوی این به فقط و کنیم فراموش ͳکل به را گره بقیه اگر بΎیریم. نظر در Έکوچ و ساده بسیار

نظر در ها)  تقاط΄ (یا ها گیسو برای که ͳنمایش هر که معناست این به تر دقیق صورت به کردن باز این کنیم. باز را گیسو این و کنیم استفاده

منجر نهایتا که است قرار ͳماتریس نمایش این که آنجا از شود. ͳم نوشته دیΎر عضو دو ͳماتریس نمایش صورت به گره این ͳماتریس نمایش بΎیریم،

بخصوص تقاط΄ آن دارای دیΎر که تری ساده ش΋ل دو ناورداهای بین شد خواهد ای رابطه رابطه این شود، گره برای Έتوپولوژی ناوردای Έی به

های گره از ای مجموعه و اولیه گره ناوردای بین ای رابطه به سرانجام دهیم انجام ها تقاط΄ همه برای Έی به Έی را کار این که ͳوقت نیستند.

Luis Kauffman٢٨

Kauffman Braket٢٩

Crossing٣٠

١٧



ͳوقت اند. شده داده نشان (١٠) ش΋ل در کافمن قواعد کنیم. پیدا را اولیه گره ناوردای که دهد ͳم را ام΋ان این ما به که رسیم ͳم شده باز کاملا

است. گره ناوردای که رسیم ͳم t−1 و t برحسب ای چندجمله Έی به نهایتا دهیم انجام دیΎری از پس ͳ΋ی ها تقاط΄ همه برای را قواعد این که

کنیم: تکمیل دیΎر مهم قاعده دو با را قواعد این که است لازم برسیم ای چندجمله Έی به نهایتا آنکه برای

دیΎری از پس ͳ΋ی ها تقاط΄ همه برای را کار این که ͳوقت گره: Έی ناوردای آوردن بدست و ها تقاط΄ بازگردن برای کافمن قواعد :١٠ ش΋ل

رسیم. ͳم t−1 و t برحسب ای چندجمله Έی به نهایتا دهیم انجام

برابر ͳبدیه کاملا گره Έی ناوردای بنابراین شود. ͳم داده نسبت d = −(t2 + t−2) عدد دایره Έی مثل باز ساده گره هر به اول: قاعده

.d با است

ببریم کار به  (١١) ش΋ل در شده داده نشان گره برای را کافمن قواعد اگر داریم. دیΎر مفهوم Έی به احتیاج دوم قاعده برای : دوم قاعده

اما . است ͳبدیه شده داده نشان گره که زیرا رسد ͳم نظر به تناقض Έی این اول نگاه در .−t3d با است برابر آوریم ͳم بدست که ای چندجمله

تاب باشد آمده پدید نازک کاملا ΁ن Έی از گره اگر است. آمده پدید تاب آن خاطر به t−3 فاکتور و دارد ٣١ تاب Έی گره این که است این نکته

قابل و بامعنا تاب آنگاه باشد شده درست کمربند) Έی (مثل محدود ضخامت Έی با نوار Έی از گره اگر اما معناست بی و نیست شناسایی قابل

Έی ناوردای بل΋ه ، گره Έی ناوردای نه قواعد این در شده گفته ش΋ل به کافمن ناوردای بΎوییم که است این تر درست بنابراین است. تعریف

داده نشان  (١١) ش΋ل در که آنچه (مثل دهید تاب دیΎری جهت در را کمربند یا نوار Έی اگر که است این جالب نکته دهند. ͳم نشان را نوار

کنید. امتحان کمربند Έی با را کار این دارد. فرق عکس جهت در شده داده تاب نوار با Έتوپولوژی نظر از که آید ͳم بدست نواری آنگاه شده)

Twiste, or Writhe٣١

١٨



دهد. ͳم نشان خوبی به را تفاوت این کافمن ناوردای کنید. برعکس آن کردن پاره بدون را کمربند Έی تاب توانید ͳنم که دید خواهید

از را نوار دو این کافمن ناوردای که دهید نشان و کنید حساب را کافمن ناوردای  (١٣) ش΋ل در شده داده نشان نوارهای برای تمرین: n

دهد. ͳم تمیز هم

به توجه با توانیم ͳم را سوال این ΁پاس کنیم؟ پیدا را ضخامت) بدون ͳمنحن ͳیعن) گره ناورداهای و کنیم استفاده ناورداها این از توانیم ͳم چΎونه

−t−3 ضریب Έی کنید) نگاه بعد سطر چند به تعریف (برای ͳمنف تاب برای بینیم ͳم تمرین این در که همانطور واق΄ در کنیم. پیدا ͳقبل تمرین

⟨K⟩ با را نوار Έی برای کافمن ناوردای اگر پس است. شده ضرب ضخامت بدون گره ناوردای ͳیعن d در −t3 ضریب Έی مثبت تاب برای و

اند پدیدآمده ها تاب خاطر به که را فاکتورهایی که کنیم کاری ͳیعن) دهیم: نشان زیر صورت به را گره همان ناوردای که است ͳکاف دهیم نشان

کنیم): حذف

JK(t) := (−t3)W (K)⟨K⟩, (٢١)

دیΎری طریق از را آن که است ٣٣ جونز مشهور ای جمله چند همان ناوردا این است. نوار آن ٣٢ تاب عدد یا پیچش عدد W (K) آن در که

دادن تمیز برای قوی ناوردای Έی واقعا است شده ثابت که است این جونز ناوردای اهمیت دلیل است. برده فیلدز مدال آن برای و آورده بدست

چطور پیچش عدد اما دهد. ͳم تمیز ی΋دیΎر از دهند، تمیز ی΋دیΎر از توانستند ͳنم دیΎر ناورداهای کنون تا که را هایی گره ͳیعن هاست، گره

شود؟ ͳم تعریف

تمام جبری مجموع نوار یا گره Έی پیچش عدد شود. ͳم داده نشان (١٢) ش΋ل در داده نشان صورت به تقاط΄ Έی پیچش عدد تعریف: n

ست. ها تقاط΄ همه برای پیچش عددهای

کنید. حساب آن ای آینه تصویر و ͳبرگ سه گره برای را جونز ای جمله چند تمرین: n

توان ͳم کافمن قواعد به مراجعه با ͳبراحت را اش دلیل نیست. محاسبه قابل ͳبراحت ͳول است تعریف قابل ͳبراحت چه اگر جونز ای چندجمله

که آید ͳم بوجود ͳبدیه گره تا 2n نهایتا راست طرف در بریم ͳم کار به است تقاط΄ تا n دارای که ͳگره برای را کافمن قواعد که ͳوقت فهمید.

به نسبت شود انجام بایست ͳم که ای محاسبه حجم بنابراین بیاید. بدست نهایی ای چندجمله تا کنیم جم΄ را ها آن به مربوط ضرایب بایست ͳم

شود. ͳم بزرگ نمایی طور به ها تقاط΄ تعداد

Write number٣٢

Jones Polynomial٣٣

١٩



 

ͳبدیه کاملا گره Έی با ش΋ل دو این دهد ͳم نشان که شود ͳم متفاوت مقدار دو به منجر گره دو این برای کافمن قواعد از استفاده :١١ ش΋ل

دارند. فرق

Έتوپولوژی رایانش ٧

این در را آنها ΁پاس کنیم ͳم ͳسع که هستند ͳسوالات ها این شود؟  ͳم انجام چΎونه دارد؟ ͳمزیت چه چیست؟ ٣۴ Έتوپولوژی ͳکوانتوم رایانش

که ای ͳریاض کاملا مسائل به ͳربط چه Έتوپولوژی ͳکوانتوم رایانش که بپرسیم توانیم ͳم ها این بر علاوه کنیم. پیدا آینده های بخش و بخش

تعریف ناورداهای همین آیا شود؟  ͳم منجر ها گره برای جدید ناورداهای یافتن به Έتوپولوژی ͳکوانتوم رایانش آیا دارد؟ ایم کرده طرح کنون تا

کنیم. ͳبررس نیز را ها سوال این اجمال به کنیم ͳم ͳسع کند؟ ͳم محاسبه موثرتری شیوه به را شده

بیت را Έکلاسی رایانش ͳاساس عنصر که دانیم ͳم پردازیم. ͳم Έتوپولوژی ͳکوانتوم رایانش برای ͳکل های انگیزه توصیف به نخست

Έی و صفر با توانیم ͳم را وضعیت این و گیرد قرار مختلف وضعیت دو در تواند ͳم که است چیزی Έکلاسی بیت دهد. ͳم تش΋یل Έکلاسی

مشخص ذرات این ͳجمع حالت است. می΋روس΋وپی ذره ها میلیون شامل و است ای ذره بس و ماکروس΋وپی موجود Έی بیت این کنیم. متناظر

شود عوض ͳکل به و کند تغییر ذرات از ͳ΋ی حالت اگر دلیل همین به .Έی حالت در یا است گرفته قرار صفر حالت در بیت آیا که کند ͳم

گشتاورهای از ͳانبوه حالت صورت به را Έکلاسی بیت توانید ͳم مثال عنوان به آید. ͳنم پیش ای ملاحظه قابل تغییر ذرات ͳجمع حالت در

نظم آنهم نظم نوع Έی از ͳناش که کل گشتاور این اندازه کنند. ͳم تولید کل ͳمغناطیس گشتاور Έی مجموعا که بΎیرید نظر در ذرات ͳمغناطیس

Topological Quantum Computation٣۴

٢٠



 

ندارد. کنید ͳم نگاه تقاط΄ به ای زاویه چه از که این به ͳربط عدد این که کنید دقت تقاط΄. Έی برای پیچیش عدد تعریف :١٢ ش΋ل

تمیز ͳموضع پذیر مشاهده Έی با را آن توان ͳم که است این نیز ͳموضع نظم از منظور .Έی یا است صفر بیت که کند ͳم تعیین است ٣۵ ͳموضع

فاز در اگر و منظم فاز یا هستیم نظم بی فاز در آیا که داد تشخیص Έکوچ ناحیه Έی مشاهده با توان ͳم ͳبراحت (١۴) ش΋ل در عنوان به داد.

نظم با که هستند منظم وضعیت دو با متناظر Έکلاسی بیت Έی وضعیت دو که است این مهم نکته فازهاست. از Έی کدام فاز، این هستیم منظم

شود ͳم ایجاد ذرات و ها اتم تک تک در که خطاهایی به نسبت که است این Έکلاسی بیت در مهم نکته شوند. ͳم داده تمیز ی΋دیΎر از ͳموضع

که است اتم ها میلیون ͳجمع حالت Έی از ͳناش بل΋ه منفرد اتم Έی وضعیت از ͳناش نه Έکلاسی بیت بودن صفر یا بودن Έی زیرا است مقاوم

ͳنندگ΋ش و کیوبیت با گذشته درسهای در دیΎر طرف از دهد. ͳم نشان خوبی به را وضعیت این (١۴) ش΋ل اند. گرفته قرار منظم حالت Έی در

این است مم΋ن بهتر ͳخیل راه Έی ͳول کنیم مقابله ͳکوانتوم خطاهای با توانیم ͳم خطا تصحیح کدهای با چه اگر . ایم شده آشنا آن العاده فوق

کار این هرگاه دهیم. قرار ͳنه برهم حالت Έی در است اتم ها میلیون ͳجمع نظم Έی از ͳناش که را Έکلاسی بیت های وضعیت همین که باشد

تصحیح های م΋انیزم به نیاز بدون و ͳذات طور به را خطا مقابل در بودن مقاوم است مم΋ن کیوبیت این . ایم کرده درست کیوبیت Έی ب΋نیم را

این هستند تمیز قابل هم از ͳموضع صورت به Έی و صفر وضعیت دو این که این . دارد وجود مهم ͳخیل نکته Έی جا این در اما باشد. دارا خطا

را ایده این که کنید فرض کنیم. توجه زیر مثال به موضوع این بهتر فهم برای کند. ͳم پذیر آسیب بشدت ͳموضع خطاهای مقابل در را کیوبیت

به کنیم. ͳعمل پایین) یا بالا صورت (به ها اسپین یا ها اتم همه شدن منظم از ͳناش که Έکلاسی بیت Έی وضعیت دو ͳخط ترکیب با بخواهیم

بΎیرید: نظر در زیر صورت به را کیوبیت این از ͳحالت مثال عنوان

Local Order٣۵

٢١



 

a b

آن. ای آینه تصویر و ͳبرگ سه گره :١٣ ش΋ل

|GHZN ⟩ = 1√
2
(|000 · · · 00⟩+ |111 · · · 11⟩) (٢٢)

حالت به یا 0 حالت به یا را اول اتم گیری اندازه این افتد. ͳم اتفاق اول اتم روی ، ͳمحیط اختلال Έی گیری،  اندازه Έی که کنید فرض حال

ͳخیل تفاوت اولیه حالت با حالت دو این شود. ͳم تصویر |111 · · · 11⟩ یا |000 · · · 00⟩ حالت دو از ͳ΋ی به حالت کل آن همراه به و برد ͳم 1

است. کرده ͳوادوس دچار را آن و برده بین از را کیوبیت ͳنه برهم ͳکل به اتم Έی روی ͳمحیط نوفه اثر ترتیب این به و دارند زیادی

بΎیرید: نظر در را زیر حالت اکنون

|WN ⟩ = 1√
N

(|100 · · · 00⟩+ |010 · · · 00⟩+ · · · |000 · · · 01⟩) (٢٣)

اول اتم برای بالا در که ͳاتفاق همان اگر حال نیستند. تمیز قابل از ͳموضع صورت به تقریبا که شده تش΋یل هایی حالت ͳنه هم بر از حالت این

به N−1
N احتمال با و شده تصویر |000 · · · 0⟩ به حالت این 1

N احتمال با بیفتد جا این در اول اتم برای افتاد

|0⟩ ⊗ |WN−1⟩

ͳموضع نوفه که این با است مرادف ͳموضع نظر از بودن تمیز قابل ترتیب این به دارد. اولیه حالت با زیادی ͳخیل شباهت هنوز که شود ͳم تصویر

کنیم درست ماکروس΋وپی کیوبیت Έی بخواهیم اگر که شود ͳم رهنمون نکته این به را ما مشاهدات این ببرد. بین از را حالت Έی ͳوادوس نیز
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0 1

Έی وضعیت دیΎر ͳموضع نظم Έی در و صفر وضعیت خاص ͳموضع نظم Έی در ذره ها میلیون . Έکلاسی بیت Έی وضعیت دو :١۴ ش΋ل

ͳم نامیده ͳموضع دلیل این به نظم کند. ͳنم تغییری بیت وضعیت بازهم نکنند پیروی نظم این از ذرات این از ͳکم تعداد اگر کنند. ͳم تعریف را

داد. تشخیص را آن سیستم از Έکوچ بخش Έی مشاهده با توان ͳم که شود

ͳکوانتوم رایانش ارتباط مشاهده این نباشند. تمیز قابل هم از ͳموضع نظر از که شود درست هایی حالت ͳنه برهم از کیوبیت این بایست ͳم

به نیست. شناسایی قابل ͳموضع گرهای مشاهده با که است ͳنظم نیز Έتوپولوژی نظم از منظور دهد. ͳم نشان Έتوپولوژی نظم با را Έتوپولوژی

کنیم. توجه زیر ͳویژگ چهار به بایست ͳم Έتوپولوژی های کیوبیت ساختن برای خلاصه طور

:Έتوپولوژی های کیوبیت های ͳویژگ n

عنوان به توانند ͳم باشد، 2k با برابر واگن های حالت این تعداد چنانچه است. واگن پایه حالت دارای که ای ذره بس سیستم Έی الف‐

شوند. گرفته نظر در کیوبیت تا k های حالت

مخلوط برای انرژی ش΋اف این داشتن باشند. شده جدا برانگیخته های حالت از انرژی ش΋اف Έی با بایست ͳم پایه های حالت این ب‐

است. لازم ها حالت دیΎر با ها کیوبیت ͳمنطق های حالت نشدن

نباشند. تمیز قابل ی΋دیΎر از ͳموضع پذیرهای مشاهده با بایست ͳم پایه های حالت این پ‐

باشند. برقرار همچنان ای ذره بس سیستم ͳهامیلتون ͳموضع اختلالات تحت بایست ͳم فوق گانه سه های ͳویژگ ت‐
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ͳآبل های آنیون ‐ کیتایف مدل ٨

مدل اولین مدل این چنین هم کند. ͳم بیان را Έتوپولوژی نظم Έی ام΋ان شب΋ه Έی روی که باشد ͳمدل اولین شاید و ترین ساده ٣۶ کیتایف مدل

بی های شب΋ه ͳحت دوبعدی شب΋ه نوع هر روی توان ͳم را مدل این است. حل قابل دقیق صورت به که است دوبعدی شب΋ه Έی روی ای ذره بس

بΎیرید. نظر در راس N با را ͳمربع ای شب΋ه گیریم. ͳم نظر در را ͳمربع شب΋ه Έی روی مدل تعریف وضوح برای ما ͳول کرد تعریف نیز نظم

ͳزندگ 1/2 اسپین ذره Έی ضل΄ هر روی . گیریم ͳم نظر در Έپریودی نیز را مرزی شرایط بود. خواهد مربع N و ضل΄ 2N دارای ای شب΋ه چنین

است. dim(H) = 22N بعد دارای کل هیلبرت فضای ترتیب این به کند. ͳم

P

شوند. ͳم جابجا هم با عملΎرها این همه کیتائف. مدل در پلاکت و ستاره عملΎرهای :١۵ ش΋ل

شود: ͳم تعریف زیر ش΋ل به مدل این ͳهامیلتون

HKitaev := −
∑
s

As −
∑
p

Bp (٢۴)

Kitaev Model٣۶
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تعریف زیر صورت به Bp و As عملΎرهای چنین هم است. (plaqutte) یا مربع Έی دهنده نشان p و (star) راس Έی دهنده نشان s آن در که

شوند: ͳم

As :=
∏
i∈s

Xi, Bp :=
∏
i∈p

Zi. (٢۵)

ها عبارت این در

Zi = σz,i, Xi = σx,i

p پیرامون که است ͳاضلاع تمام i ∈ p از منظور و گذرند ͳم s راس از که است ͳاضلاع ͳتمام i ∈ s از منظور و هستند ͳپاوول های ماتریس

هستند: زیر های خاصیت دارای عملΎرها این هستند.

A2
s = I, B2

p = I, [As, Bp] = 0 (٢۶)

دارد: وجود عملΎرها این روی زیر قید دو Έپریودی مرزی شرایط دلیل به چنین هم

∏
s

As = I,
∏
p

Bp = I. (٢٧)

مستقل عملΎرهای این تمام توان ͳم شوند. ͳم جابجا ͳهامیلتون با و دیΎر Έی با که دارند وجود مستقل عملΎر 22N−2 مدل این در ترتیب این به

دهیم: ͳم نشان زیر ش΋ل به موقتا را پایه این عناصر کرد. قطری پایه Έی در را جابجاشونده ِ

|{α}; {β}⟩ := |α1, α2, · · ·αN−1;β1, β2, · · ·βN−1⟩, (٢٨)

نتیجه در و

H|{α}; {β}⟩ = −E{α};{β}⟩|{α}; {β}⟩, (٢٩)

آن در که

E{α};{β}⟩ = −
∑
i

αi −
∑
i

βi (٣٠)

حالت این ͳموضع بارهای عنوان به ها βp و ها αs به توان ͳم است. کمتر هیلبرت فضای بعد از که 22N−2 با است برابر پایه این عناصر تعداد

این که دهد ͳم نشان شمارش این شوند. ͳم جابجا ͳهامیلتون با که هستند ای پایسته عملΎرهای مقدارهای ویژه اعداد این که چرا کرد نگاه
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حسب بر که باشیم ای پایسته بارهای جستجوی در بایست ͳم بنابراین نیستند. ͳکاف هیلبرت فضای های حالت کلیه شمارش برای ͳموضع بارهای

به بارها این شناختن برای دارند. وجود بارهایی چنین واق΄ در شوند. ͳم تعیین چنبره توپولوژی توسط و نیستند بیان قابل ͳموضع بارهای این

کنیم: ͳم دقت زیر عملΎرهای

C1,z =
∏
j∈C1

Zj , C2,z =
∏
j∈C2

Zj , (٣١)

به نیستند، ناحیه Έی مرز که هستند مهم خاصیت این دارای ها س΋یل این هستند. چنبره های سی΋ل امتداد در ͳمنحن دو C2 و C1 جا دراین

شناخته ٣٧ همولوژی نام به که ایم کرده اشاره Έتوپولوژی دیΎر مفهوم Έی به دراینجا هستند. ͳغیربدیه ها سی΋ل این همولوژی نظر از اصطلاح

را ͳمنحن Έی نیست. بد ͳکل طور به اش دانستن ͳول ندارد ͳاهمیت مفهوم این داریم قرار چنبره روی که ͳوقت تا ما، بحث بقیه برای البته شود. ͳم

ͳبدیه غیر همولوژی نظر از را ͳمنحن آن باشد، این از غیر هرگاه باشد. ΀سط Έی از بعدی دو ای ناحیه مرز اگر گوییم ͳم ͳبدیه همولوژی نظر از

بریدن با ͳول شود، ͳم تقسیم هستند ͳمنحن این بیرون و درون که مشخص قسمت دو به ΀سط کنیم، ͳقیچ را ͳبدیه ͳمنحن Έی هرگاه گوییم. ͳم

قرار هم کنار از که هایی ͳمنحن همه مثال عنوان به ماند. ͳم ͳباق پارچه Έی همچنان ΀سط نیست، جایی مرز که ͳمنحن Έی امتداد در ΀سط Έی

چنبره Έی هستند. ͳنابدیه چنبره روی های سی΋ل و هستند ͳبدیه نظر این از شوند، ͳم درست دیΎری ΀سط هر یا چنبره Έی در ها پلاکت گرفتن

ناحیه Έی مرز ها سی΋ل این که انجا از اند. شده داده نشان (١٧) و (١۶) ش΋ل در ها سی΋ل این دارد. ͳبدیه غیر سی΋ل دو Έتوپولوژی نظر از

در و پلاکت و راس عملΎرهای همه با که است این آنها مهم خاصیت وجود این با نیستند نوشتن قابل نیز پلاکت عملΎرهای حسب بر پس نیستند

شوند. ͳم جابجا ͳهامیلتون با نتیجه

نیست ͳکاف این اما باشد. داشته نیز را فوق عملΎرهای مقدار ویژه بایست ͳم {α, β} مقدارهای ویژه بر علاوه انرژی های حالت ویژه بنابراین

شویم ͳم متوجه مرحله این در شد. نخواهد مساوی هیلبرت فضای بعد با آمده بدست های حالت تعداد عملΎر دو تنها داشتن دست در با که چرا

که کنیم فکر توانیم ͳم نیستند. نوشتن قابل پلاکت عملΎرهای برحسب فوق عملΎرهای واق΄ در بسازیم. توانیم ͳم نیز دیΎر مشابه عملΎر دو که

رساند: ͳم دیΎر مشابه عملΎر دو به را ما مسئله این است؟ نشده استفاده راس عملΎرهای از و شده داده ای ویژه نقش جا این در ها پلاکت به چرا

C̃1,x =
∏
j∈C̃1

Xj , C̃2,x =
∏
j∈C̃2

Xj . (٣٢)

قابل راس عملΎرهای حسب بر نیز عملΎرها این که دهد نشان تواند ͳم ͳبراحت خواننده اند. شده داده نشان (١۶) ش΋ل در عملΎر چهار هر

بنابراین شوند. ͳم جابجا ͳهامیلتون با و هم با C1,x, C2,x, C1,z, C2,z عملΎر چهار هر که دهد نشان تواند ͳم چنین هم و نیستند نوشتن

Homology٣٧
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کرد. تعریف Cx عملΎر Έی و Cz عملΎر Έی توان ͳم نیست) جایی مرز که ای بسته ͳمنحن ͳیعن ) سی΋ل هر ازای به :١۶ ش΋ل

شوند: ͳم داده نشان زیر ترتیب به و هستند چهار ͳواگن درجه Έی دارای ͳهامیلتون مقدارهای ویژه

H|{α}; {β}, c1, c2, c̃1, c̃2⟩ = −E{α};{β}⟩|{α}; {β}, c̃1, c̃2⟩, ci = c̃i = ±1. (٣٣)

کنند. ͳم تعیین را انرژی ͳواگن درجه Έتوپولوژی علمΎرهای مقدارهای ویژه ترتیب این به

زیر حالت نخست کنیم: ͳم عمل زیر ترتیب به کار این برای کدامند؟ انرژی های حالت ویژه صریح ش΋ل که بپرسیم خود از توانیم ͳم حال

کنیم: ͳم تعریف را

|Ω⟩ = |+⟩2N , (٣۴)

آنکه برای نیست. پلاکت عملΎرهای حالت ویژه ͳول است As عملΎرهای همه حالت ویژه حالت این است. x عملΎر حالت ویژه |+⟩ آن در که

گیریم: ͳم نظر در را زیر حالت بسازیم پلاکت و راس عملΎرهای همه از ͳحالت ویژه

|Ψ00⟩ =
1√
|F |

∏
p

(1 +Bp)|Ω⟩ (٣۵)
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است. ͳهامیلتون پایه حالت بالا حالت که دهید نشان الف: تمرین: n

کنید. بهنجار را حالت این ب: 

از: عبارتند ها حالت این باشد. داشته چهار درجه ͳواگن بایست ͳم نیز پایه حالت باشند واگن بایست ͳم ͳهامیلتون های حالت ویژه که آنجا از

|Ψi,j⟩ := C1,z
iC2,z

j |Ψ00⟩. (٣۶)

های کیوبیت توانیم ͳم واق΄ در کنیم. استفاده کیوبیت دو کردن کد برای چنبره روی کیتایف مدل پایه های حالت از توانیم ͳم ترتیب این به

دهیم: نشان زیر صورت به را ͳمنطق

|i, j⟩ := |Ψij⟩. (٣٧)

هستند. ͳهامیلتون پایه حالت بالا های حالت که دهید نشان الف: تمرین: n

کنید. بهنجار را ها حالت این ب: 

حالت در تغییری هیچ دهید ش΋ل تغییر مربوطه های ͳمنحن کردن پاره بدون و پیوسته طور به را Ci,z عملΎرهای اگر که دهید نشان پ:

شد. نخواهند پدیدار بالا های

کنید: پیدا را آنها انرژی سپس نیستند. پایه حالت چه اگر هستند ͳهامیلتون های حالت ویژه نیز زیر های حالت که دهید نشان ت: 

|Ψs⟩ =
1√
|F |

∏
p

(1 + (−1)spBp)|Ω⟩, sp = 0, 1. (٣٨)

کنید. بهنجار نیز را ها حالت این

کنیم: ͳم تعریف را زیر ͳمنطق عملΎرهای تمرین:  n

Z1 := C̃x,1, Z2 := C̃x,2, X1 := Cz,1, X2 := Cz,2. (٣٩)

کنند. ͳم عمل ͳپاوول ͳمنطق عملΎرهای مثل واقعا |i, j⟩ ͳمنقط های کیوبیت روی عملΎرها این که دهید نشان
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اسپین از دریایی در − اسپین های حلقه از بزرگ بسیار ͳنه برهم Έی حالت هر چنبره. روی کتیائف مدل در واگن پایه های حالت :١٧ ش΋ل

است. ͳبدیه غیر Έتوپولوژی نظر از که دریاست این در − های اسپین از حلقه Έی وجود در واگن پایه های حالت فرق است. + های

بΎیرید: نظر در را زیر حالت تمرین:  n

|Ω̃⟩ := |0⟩2N (۴٠)

بسازید. سیتم از پایه حالت Έی کنید ͳسع حالت این روی مناسب عملΎرهای دادن اثر با حال الف: 

بسازید. واگن پایه حالت چهار مناسب Έتوپولوژی عملΎرهای اعمال با سپس ب: 

حالت دیΎر پایه Έی را ها حالت این توانید ͳم آیا دارند؟ کردیم پیدا قبلا که ای پایه های حالت به ͳربط چه پایه های حالت این پ:

دهید. بسط ͳقبل های

کنید. پیدا آنها روی را Zi و Xi ͳمنطق عملΎرهای اثر بΎیریم، نظر در ͳمنطق های کیوبیت صورت به را ها حالت این اگر ت: 

جالب ͳخیل های جنبه از ͳ΋ی سوال این ΁پاس دارند؟ ͳخواص چه و هستند چه سیستم این برانگیخته های حالت که پرسیم ͳم خود از حال
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یا e نوع از شده ایجاد انیون باشد، شده ساخته x یا z عملΎرهای از باز ͳمنحن که این به بسته کند. ͳم تولید انیون دو باز ͳمنحن هر :١٨ ش΋ل

کنند. ͳم ͳزندگ ها پلاکت در m های انیون و ها راس در e های انیون است. m نوع از

را z عملΎرهای ͳمنحن این امتداد در بΎیرید. نظر در شده داده نشان (١٨) ش΋ل در که آن مثل باز ͳمنحن Έی کند. ͳم روشن را کیتایف مدل

از: است عبارت مربوطه عملΎر دهیم نشان γ با را باز ͳمنحن هرگاه کنید. اعمال

Cγ =
∏
i∈γ

Zi. (۴١)

است. پایه حالت E0انرژی آن در E0+4که با است برابر حالت این انرژی که دهید نشان بΎیرید. نظر در Cγرا |Ψ00⟩حالت الف: تمرین:  n

ͳقبل حالت با ͳتفاوت هیچ آید ͳم بدست که ͳحالت دارید نگاه ثابت را آن سر دو ͳول دهید ش΋ل تغییر را γ ͳمنحن اگر که دهید نشان ب:

مقدار به انرژی نیز ͳمنحن سر هر ازای به . ͳمنحن خود ش΋ل به نه و دارد ͳبستگ ͳمنحن سر دو به تنها آمده بدست حالت بنابراین کند. ͳنم

انرژی واحد ٢ نیز ذره شبه هر که است ذره شبه دو وجود مثابه به صورت این به باز ͳمنحن هر که بΎوییم توانیم ͳم است. رفته بالا واحد ٢

این دید خواهیم ادامه در که ͳدلیل به کند. ͳم ͳزندگ راس Έی در ذره شبه هر که کنید دقت دهیم. ͳم نشان e با را ها ذره شبه این دارد.

خوانیم. ͳم e نوع از های آنیون را ذرات شبه

دیدن برای دارد. وجود مدل این در نیز ذرات شبه از دیΎری نوع دهد. ͳم نشان را سیستم این های ͳبرانگیختگ از نوع Έی تنها e ذرات شبه
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کنید:  اعمال را x عملΎرهای ͳمنحن این امتداد در بΎیرید. نظر در را (١٨) ش΋ل در ξ مثل باز ͳمنحن Έی ذرات شبه این

C̃ξ =
∏
i∈ξ

Xi. (۴٢)

است. پایه حالت E0انرژی آن در E0+4که با است برابر حالت این انرژی که دهید نشان بΎیرید. نظر در را C̃ξ|Ψ00⟩حالت الف: تمرین:  n

ͳقبل حالت با ͳتفاوت هیچ آید ͳم بدست که ͳحالت دارید نگاه ثابت را آن سر دو ͳول دهید ش΋ل تغییر را ξ ͳمنحن اگر که دهید نشان ب:

مقدار به انرژی نیز ͳمنحن سر هر ازای به . ͳمنحن خود ش΋ل به نه و دارد ͳبستگ ͳمنحن سر دو به تنها آمده بدست حالت بنابراین کند. ͳنم

انرژی واحد ٢ نیز ذره شبه هر که است ذره شبه دو وجود مثابه به صورت این به باز ͳمنحن هر که بΎوییم توانیم ͳم است. رفته بالا واحد ٢

دید خواهیم ادامه در که ͳدلیل به کند. ͳم ͳزندگ پلاکت Έی در ذره شبه هر که کنید دقت دهیم. ͳم نشان m با را ها ذره شبه این دارد.

خوانیم. ͳم m نوع از های آنیون را ذرات شبه این

که ͳوقت موج تابع خواص مطالعه با توانیم ͳم را سوال این ΁پاس گوییم. ͳم آنیون ذرات این به چرا بپرسیم خود از که رسیده آن وقت اکنون

عملΎر Έی اعمال با دهیم. ͳم نشان |ψ⟩ با را حالت این بΎیرید. نظر در را پایه های حالت از ͳ΋ی کنیم. پیدا کنیم ͳم جابجا را ذرات این

با را حالت این است. γ ͳمنحن انتهای و ابتدا نقاط در ͳیعن b و a نقاط در e ذره شبه دو دارای که شود ͳم درست برانگیخته حالت Έی Cγ

داریم: بنابراین دهیم. ͳم نشان |ψ(a, b)⟩

|ψ(a, b)⟩ := Cγ |ψ⟩. (۴٣)

کار که ی عملΎر بایست ͳم کار این برای بچرخانیم. دیΎر ذره حول را ذرات شبه این از ͳ΋ی توانیم ͳم دهد. ͳم نشان را حالت این  (١٨) ش΋ل

از: است عبارت جدید حالت دهیم: اثر حالت این روی دهد ͳم انجام را چرخش این

Cγ′ |ψ(a, b)⟩ (۴۴)

دهد. ͳم انجام را چرخش این که است ͳمنحن Έی γ′ آن در که

به ندارد. چرخش از قبل حالت با ͳتفاوت آید ͳم بدست چرخش این از پس که ͳحالت ͳیعن جدید حالت که دهید نشان الف: تمرین: n

آمار هم به نسبت e نوع از انیون دو ͳیعن کند. ͳم تولید +1 فاز دیΎر انیون Έی حول e نوع از انیون Έی چرخاندن که گوییم ͳم اصطلاح
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دارند. ͳبوزون

دارند. ͳبوزون آمار هم به نسبت نیز m نوع از انیون دو که دهید نشان مشابه استدلال با ب:

گیرد. ͳم −1 فاز موج تابع بچرخانیم m انیون Έی حول را e نوع از انیون Έی هرگاه که دهید نشان پ: 

به نسبت ذرات این دارند. ها فرمیون و ها بوزون با ͳمتفاوت کاملا رفتار زیرا نامیم ͳم انیون را ذرات این چرا که دهد ͳم نشان بالا تمرین

کنند. ͳم رفتار ها فرمیون مثل خود جنس هم غیر ذرات به نسبت ͳول کنند ͳم رفتار ها بوزون مثل خود جنس هم ذرات

کیتایف مدل در ͳآبل های آنیون با ͳکوانتوم رایانش ٨ . ١

با مطابق دهد. ͳم نشان Έتوپولوژی ͳکوانتوم رایانش برای را ͳراه ایم گفته ͳانیون ذرات شبه و برانگیخته های حالت باره در کنون تا که آنچه

اضلاع از ͳ΋ی در ها اسپین از ͳ΋ی روی z عملΎر Έی اعمال با ) کنیم. تولید چنبره از نقطه Έی در e نوع از آنیون جفت Έی توانیم ͳم راه این

Έنزدی هم به چنبره های سی΋ل از ͳ΋ی روی کامل دور از پس تا دهیم حرکت را ها انیون این Cγ عملΎرهای بااعمال توانیم ͳم سپس شب΋ه).

نابود را شده تولید های انیون تا دو اصطلاح به و کرده کامل را سی΋ل ، ضل΄ آخرین روی z عملΎر Έی اعمال با هم باز مرحله اخرین در و شده

به .X1 ͳمنطق عملΎر جز نیست چیزی عملΎر این اما ایم. کرده اعمال پایه حالت روی را C1,z عملΎر Έی که است این کار این حاصل کنیم.

کنیم. اعمال ها کیوبیت این روی را Z2 و X2, Z1, عملΎرهای توانیم ͳم مشابه روشهای

را ͳکوانتوم گیت مجموعه Έی آنها کردن نابود نهایت در و آنها دادن حرکت ،ͳموضع صورت به ها انیون تولید با توانیم ͳم خلاصه طور به

کنیم. اعمال اند شده ذخیره کیتایف مدل پایه های حالت در که ͳکیوبیت دو روی

به بایست ͳم سوال این به ΁پاس برای است؟ مقاوم خطا به نسبت رایانش نوع این معنا چه به است؟ نهفته ها گیت این در ͳ΋توپولوژی چیز چه

کنید. توجه زیر تمرین

بسته ͳمنحن Έی دهیم ͳم حرکت چنبره های سی΋ل حول را ها انیون ͳوقت و شویم خطا دچار ها انیون جابجایی در که کنید فرض تمرین: n
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شده اعمال های گیت در تغییری هیچ نشود پاره ͳمنحن که ͳوقت تا ها ش΋ل تغییر نوع این که دهید نشان کنیم. ͳط را یافته تغییرش΋ل ͳول

ندارد.

ͳعموم مدل Έی کیتایف ͳآبل مدل ͳمعن این به کنیم. اعمال ͳآبل های انیون با توانیم ͳم که هستند ای ͳکوانتوم های گیت تنها ها این متاسفانه

Έتوپولوژی ͳکوانتوم رایانش بتوانیم اینکه برای دهد. ͳنم را ͳکیوبیت Έی دلخواه های گیت اعمال اجازه که چرا نیست ͳکوانتوم رایانش برای

. رویم فراتر ͳآبل های انیون از بایست ͳم دهیم انجام یونیورسال اصطلاح به یا ͳعموم صورت به را

ͳغیرآبل های آنیون با Έتوپولوژی رایانش ٩

را محدودیت این آنکه برای کردند. ͳم تغییر ای ساده ͳخیل ش΋ل به موج توابع هم دور به ها آنیون چرخاندن با که بود این ͳآبل مدل مهم محدودیت

هر ها، مدل این نهایتا که امید این با کنیم ͳم مطالعه نظری صورت به را ͳآبل غیر مدل نخست ما کنیم. فکر ͳآبل غیر مدل به بایست ͳم کنیم برطرف

ͳکوانتوم اثر مثل چΎال ماده های سیستم ͳبعض های ͳبرانگیختگ که شود ͳم زده حدس امروزه شد. خواهند ساخته تجربی نظر از ،ͳتغییرات با چند

در یا که است این امیدواری اما ندارد، وجود حدس این برای ͳکامل تجربی اثبات هنوز چه اگر هستند، ͳغبرآبل های آنیون نوع از هال کسری

شوند. مشاهده ها آنیون نوع این ͳمصنوع طور به شود، ͳم ساخته آنها بین که هایی کنش برهم با ها کیوبیت از ای آرایه در یا ͳطبیع بطور مواد از ͳبعض

است: چیزی چنین ͳآبل غیر Έتوپولوژی مدل Έی

است. انیون دارای نیز آن های ͳبرانگیختگ و است واگن آن پایه حالت که بعد دو در H مثل ͳهامیلتون Έی با ای ذره بس مدل Έی : Έی

این در که هایی انیون تعداد به بسته اند. جداشده پایه حالت از مشخص انرژی گاف Έی با و هستند واگن طبیعتا نیز برانگیخته های حالت این

میتوان که است این بر فرض دارد. ͳبستگ ها انیون تعداد به فقط انرژی این ͳول کند ͳم فرق نیز ها حالت این انرژی دارد، وجود برانگیخته فضای

کرد. نابود سرانجام و چرخاند هم دور داد، حرکت کرد، تولید را آنها اینکه ͳیعن کرد کنترل را ها انیون این

ͳموضع صورت به Έتوپولوژی بارهای این طبیعتا دهیم. ͳم نمایش a, b, c, · · · با را آن که دارند Έتوپولوژی بار نوع Έی ها آنیون این دو:

هستند. شناسایی قابل سرتاسری پذیرهای مشاهده با تنها و نیستند سازی آش΋ار قابل
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مثل جدید ͳهامیلتون Έی که تراست راحت باشد، E با برابر است انیون تعداد Έی دارای که ای برانگیخته های حالت انرژی اگر سه:

گاف Έی با ͳهامیلتون این پایه حالت و کنند ͳم ͳزندگ H ′ جدید ͳهامیلتون پایه حالت در ها انیون صورت این در کنیم. تعریف H ′ := H −E

ها انیون واق΄ در نیست. صوری و ͳمصنوع برساخته Έی واقعا H ′ اینکه آن و کنیم اشاره باید نکته Έی به است. شده جدا ها حالت دیΎر از انرژی

در Έکوچ بسیار پتانسیل چاه Έی ایجاد با تجربی صورت به را کار این کنیم، ͳم ثابت را ها آن م΋ان که ͳوقت و هستند جایΎزیده های برانگیخته

هستند. آن پایه حالت در ها انیون حالا که کنند ͳم تبدیل جدیدی ͳهامیلتون به و دهند ͳم تغییر را اولیه ͳهامیلتون ها چاه این دهیم. ͳم انجام آنها محل

صورت به را مختلف واگن های حالت باشند، داشته وجود a, b, c, · · · های انیون جدید پایه فضای این در اگر چهار‐

Ψα(a, b, c, · · · ) α = 1 . . . D

این نتیجه که ͳمحاسبات همه و دهیم ͳم انجام ها انیون روی که ͳاعمال همه که آنجا از است. پایه زیرفضای این بعد D جا این دهیم.در ͳم نشان

دارای فضا این که است این مهم نکته نامیم. ͳم هیلبرت فضای را زیرفضا همین بعد به این از دهند، ͳم رخ پایه فضای زیر همین در هستند اعمال

a نوع از انیون Έی دارای که فضایی اگر دیΎر عبارت به نیستند. ٣٨ ͳموضع آزادی درجات دارای ها انیون زیرا نیست، تانسوری ضرب ساختار

ͳنم صدق Vab = Va ⊗ Vb رابطه در است a, b انیون دو دارای که فضایی دهیم، نشان Vb با را است انیون دو دارای که فضایی و Va با را است

انیونهای اگر حال بینیم. ͳهام اسپین مورد در مثلا ͳموضع آزادی درجات دارای های سیستم در ما که است ͳویژگ آن خلاف بر درست این کند.

ترکیبی به Ψα(a, b, c, · · · ) مثل ͳحالت برگردانیم، خود سرجای به γ مثل مسیری ͳط را آنها و دهیم حرکت مانند گیسو مسیر Έی در را فضا این

نوشت: توان ͳم دارد. شده ͳط مسیر به ͳبستگ طبیعتا جدید ͳخط ترکیب این شود. ͳم تبدیل فضا همین دیΎر های حالت از ͳخط

Ψα(a, b, c, · · · ) −→
∑
β

(
Uγa,b,c,···

)
αβ

Ψβ(a, b, c, · · · ) (۴۵)

γ مسیر جزییات به نسبت که کند ͳم ایفا را Έتوپولوژی های گیت همان نقش ͳان΋ی عملΎر این است. ͳان΋ی عملΎر Έی Uγa,b,c,··· آن در که

بشناسیم. بهتر را هیلبرت فضای خود باید بΎیریم یاد را آنها مختلف ام΋انات و ها گیت این نوع که این برای نیست. حساس

ها: آنیون هیلبرت فضای ساختار n

local degrees of freedom٣٨
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به آنیون Έی بنابراین است. Έی با برابر هیلبرت فضای بعد باشد، داشته باری چه آنیون این که این از مستقل باشیم، داشته انیون Έی فقط اگر

خورد. ͳنم ͳاطلاعات گونه هیچ کردن ذخیره درد

تواند ͳم مقادیری چه کل بار که این باشد. داشته ͳمختلف مقادیر تواند ͳم ها آنیون این کل بار باشیم، داشته b و a نوع از مثلا انیون تا دو اگر

نویسیم: ͳم نمادین صورت به و دهیم ͳم نشان c با را ͳکل بار این شود. ͳم ͳناش ها آنیون ͳ΋فیزی خواص از کند، اختیار

a× b =
∑
c

N c
ab c. (۴۶)

رابطه است. c با برابر آنها کل بار که دارد، وجود b و a های بار با آنیون دو از حالت تعداد چه دهند ͳم نشان که هستند ͳصحیح اعداد N c
ab اعداد

از توانند ͳم ها آنیون واق΄  (در نیست ی΋دیΎر با ها آنیون خوردن جوش معنای به نیز ترکیب از منظور شود. ͳم  نامیده ٣٩  ترکیب  قاعده (۴۶)

  است: زیر دقیق رابطه از ͳانعکاس نمادین رابطه این بΎیرد. خود به تنوع مقادیر تواند ͳم آنیون دو کل بار که است این  بل΋ه باشند)، دور هم

Va ⊗ Vb =
⊕
c

V cab, dim(V cab) = N c
ab. (۴٧)

این بΎیرند. قرار مختلف حالت N c
ab در توانند ͳم است، c با برابر آنها کل بار که b و a بارهای با انیون دو که کند ͳم بیان حقیقت در رابطه این

µ مثل اندیس Έی با را نوع این از مختلف های حالت اگر دهد. ͳم نشان را c کل بار با a, b از مشخص ترکیب این ͳواگن درجه واق΄ در عدد

است: زیر ͳنه برهم ش΋ل به زیرفضا این در حالت Έی که نوشت توان ͳم دهیم، نشان

|ψ⟩ ∈ V cab −→ |ψ⟩ =
Nc

ab∑
µ=1

αµ|(a, b)c, µ⟩. (۴٨)

µ شاخص که دهیم توضیح است لازم حال شوند. ͳآنهام گیری اندازه ͳونگΎچ یا ها)، آنیون این (چرخاندن حالت این تهیه شیوه به بسته ها αµ

داد. توضیح توان ͳم ناکامل تشبیه با هم آن تشبیه، با تنها را شاخص این چیست؟ دهنده نشان دقیقا

تشبیه: Έی با µمعنای توضیح n

نمادگذاری نوع همان با باشد. 1 با برابر یا 0 با برابر آنها کل اسپین که بΎیرند قرار ͳحالت در توانند ͳم ذره دو این بΎیرید. نظر در را 1
2 اسپین ذره دو

نویسیم: ͳم بردیم، کار به Έتوپولوژی بارهای برای که

1

2
× 1

2
= 0 + 1. (۴٩)

fusion rule٣٩
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یا

V 1
2
⊗ V 1

2
= V0 ⊕ V1. (۵٠)

پایه بردار با بعدی Έی فضای Έی V0 جا این در

|(1/2, 1/2); 0, Sz = 0⟩ ≡ 1√
2
(|+,−⟩ − |−,+⟩)

از: اند عبارت آن مختلف های حالت که است بعدی سه فضای Έی V1 و

|(1/2, 1/2); 1, Sz = 1⟩ ≡ |+,+⟩

|(1/2, 1/2); 1, Sz = 0⟩ ≡ 1√
2
|+,−⟩+ |−,+⟩

|(1/2, 1/2); 1, Sz = −1⟩ ≡ |−,−⟩. (۵١)

یا است V0 فضای در خاص حالت Έی که این کنیم: توجه توانیم ͳم ابتدا همین در نکته Έی به کند. ͳم ایفا را µ به شبیه ͳنقش Sz جا این در

است. نهفته آنها ͳهمبستگ نوع در بل΋ه ها اسپین تک تک وضعیت در نه اطلاعات این واق΄ در و شود ͳنم مشخص ͳموضع صورت به V1 فضای

به Sz که است این اش دلیل نیست؟ c′ نوع Έی خودش چرا کند؟ ͳنم ایفا را Έتوپولوژی بار Έی مثل ͳنقش Sz چرا که پرسید توان ͳم حال

Sz = 1 حالت در آیا که بΎیریم نتیجه توانیم ͳم ها اسپین از ͳ΋ی گیری اندازه با که چرا است، تشخیص قابل تاحدودی) (البته ͳموضع صورت

توانیم ͳنم ها اسپین از ͳ΋ی گیری اندازه با که چرا نیست، هم کامل ͳموضع آزادی درجه این حال عین  در Sz؟ = −1  حالت در یا هستیم

Sz چرا کنیم قان΄ را خود که این برای دارد وجود هم دیΎر مهم دلیل Έی .Sz = 0  حالت یا  هستیم Sz = ±1  حالت در که دهیم تشخیص

در نیست. پایسته کمیت Έی Sz که است این اش دلیل .c′ Έتوپولوژی بار نوع Έی به شبیه ͳنقش نه و کند ͳم ایفا را µ شاخص به شبیه ͳنقش

Stot · Stot ͳیعن کل اسپین با ها کنش برهم این که این فرض (با دهند ͳم انجام خود محیط با ذره دو این که هایی کنش برهم تمام در واق΄

Έتوپولوژی بار به شبیه ͳنقش Sz معنا این به نتیجه در کند. تغییر تواند ͳم Sz اندازه آنکه حال و شود ͳم حفظ کل اسپین اندازه شوند،) ͳم جابجا

کل Έتوپولوژی بار ی΋دیΎر، حول b و a های انیون چرخاندن با نیست، زیرا Έتوپولوژی بار Έی µ شاخص نیز سیاق همین به کند. ͳنم ایفا را

است. شده داده نشان (۴٨) ͳکل رابطه در که ͳل΋ش همان به کند، ͳم تغییر µ شاخص ͳول شود، ͳم حفظ c ͳیعن

تمرین: و مثال n

کد برای ها حالت این که ایم گفته هم و ایم برده کار به را (۵١) های نمادگذاری هم آنها دادن نشان برای که بΎیرید نظر در را زیر های حالت

٣۶



روند: ͳم کار به کیوبیت Έی از مقداری چه کردن

|0⟩ = ≡ |(1
2
,
1

2
); 0, 0⟩ = 1√

2
(|+,−⟩ − |−,+⟩)

|1⟩ = ≡ |(1
2
,
1

2
); 1, 0⟩ = 1√

2
(|+,−⟩ − |−,+⟩). (۵٢)

اسپین تک تک وضعیت در نه کیوبیت، حالت بنابراین نیستند. تمیز قابل هم از فوق های حالت باشیم داشته ͳدسترس ها اسپین از ͳ΋ی به فقط اگر

در را ͳکوانتوم اطلاعات توان ͳم که است این دادن نشان برای مثال Έی تنها این که کنید دقت است. شده درج آنها ͳهمبستگ نوع در بل΋ه ها

ذخیره آنها در را ها کیوبیت چΎونه که این و ها آنیون فهم برای که است این تنها آن هدف و کرد ذخیره آنها خود نوع در نه و ذرات بین ͳهمبستگ

که باشیم علاقمند ͳدلایل به کنید فرض کنیم. توجه ها اسپین ͳیعن زمینه همین در دیΎر مثال Έی به ابتدایی مثال این از پس شویم. آماده کنیم

کنید. توجه زیر تمرین به حال کنیم. ذخیره صفر کل اسپین با ای ذره چند های حالت در را ͳمنطق های کیوبیت

آید: ͳم بدست زیر رابطه از ذره چهار این کل اسپین بΎیرید. نظر در را ١/٢ اسپین ذره چهار تمرین: n

1

2
× 1

2
× 1

2
× 1

2
= (0 + 1)× (0 + 1) = 0 + 1 + 1′ + 0′ + 1” + 2. (۵٣)

روند. ͳم کار به کیوبیت Έی کردن کد برای راست طرف در صفر اسپین های حالت

آورید. بدست را حالت دو این صریح ش΋ل الف:

ذخیره صفر کل اسپین با های حالت در را ͳمنطق های کیوبیت خواهیم ͳم چنان هم و داریم ١/٢ اسپین ذره تا ۶ که کنید فرض حال ب:

ذره ١٠ و ذره ٨ که ͳوقت برای را سوال این ΁پاس شوند؟ واق΄ استفاده مورد توانند ͳم کیوبیت تا چند کردن کد برای ذره ۶ این کنیم.

نیست). ها حالت صریح فرم کردن پیدا به ͳلزوم) کنید. پیدا نیز داریم

با را تعداد این آورید. بدست راست طرف در را 0 های اسپین تعداد کنیم ͳم ضرب هم در را اسپین تا n که ͳوقت سخت) (قسمت پ:

این دلیل خوانیم. ͳم ذرات این ͳکوانتوم بعد را d0 بنویسید. Dn ∼ d0
n صورت به را Dn بزرگ، های n برای . دهیم ͳم نشان Dn

٣٧



فضای که دانیم ͳم باشیم داشته مستقل کیوبیت تا n هرگاه که معنا این به دارد مستقل ی ها کیوبیت بعد با ͳتشابه که است این گذاری نام

است. 2 از کمتر عدد Έی 2 بجای بعد جا این در . 2n با است برابر مجموعه این هیلبرت

ͳفیبوناچ های آنیون ١٠

قواعد به مربوط قیدهای و ها آنیون بین روابط ͳکل توصیف به اینکه جای به بپردازیم. ͳغیرآبل های آنیون موضوع به توانیم ͳم ها تمرین این از پس

ها انیون ترین ساده ۴٠ ،ͳفیبوناچ های انیون به موسوم های آنیون کنیم. ͳم شروع ساده مثال Έی از را خود کار بپردازیم، ͳکل حالت در ترکیب

که بΎذاریم قرار یا بΎوییم توانیم ͳم دهیم. ͳم نشان 1 با را انیون نوع این شوند. ͳم ظاهر بار) نوع Έی ) نوع Έی در فقط ها انیون این هستند.

شرایط در ها انیون نوع این که شود ͳم زده حدس دارد. صفر بار نیست آن در ͳانیون هیچ که ͳحالت ͳیعن خلا و دارد 1 با برابر بار انیون نوع این

است: ش΋ل این به ها انیون این ضرب قاعده دارند. وجود هال ͳکوانتوم اثر در ͳخاص

0× 0 = 0

0× 1 = 1

1× 0 = 1

1× 1 = 0 + 1. (۵۴)

Έی یا صفر با برابر شان کل بار تواند ͳم ͳفیبوناچ انیون دو که معناست این به که آخر مورد جر به هستند ͳبدیه کاملا نیز ضرب های قاعده این

بار با انیون دو ͳول ندارد، وجود ای ذره بس سیستم در ͳانیون هیچ که است این معنای به واقعا صفر بار با منفرد انیون Έی که کنید دقت باشد.

این اگر و است انیون هیچ با ͳحالت مثل انیون دو این کل بار که است این فقط معنایش ندارد. وجود ͳانیون هیچ که نیست این معنای به صفر کل

حالت که هستند معنا این به کنیم نگاه روابط این به اگر دقیق نمادگذاری همان با برد. خواهند بین از را دیΎر Έی بیاورید هم کنار را انیون دو

هستند.  زیر های حالت ͳفیبوناچ انیون دو ͳ΋فیزی های

|(0, 0)0⟩

|(0, 1)1⟩

Fibonacci۴٠
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|(1, 0)1⟩

|(1, 1)0⟩

|(1, 1)1⟩. (۵۵)

ابرگزینش ١١

دهیم. قرار آنجا و اینجا حالت دو از ͳنه برهم در را ال΋ترون Έی توانیم ͳم ما است. ͳکوانتوم Έانی΋م های ͳویژگ ترین مهم از ͳ΋ی ͳنه برهم

حالت دو بین نسبی فاز مناسبی آزمایشهای با توانیم ͳم چنین هم کنیم. تهیه نیز پایین اسپین و بالا اسپین حالت در را ال΋ترون دو این توانیم ͳم

برهم Έی توانیم ͳنم مثال عنوان به نیست. مجاز ͳکوانتوم Έفیزی در ای ͳنه برهم نوع هر که بسپاریم یاد به باید اما دهیم. تمیز را شده ͳنه برهم

Έی تبدیل مان΄ که دارد وجود ͳ΋تری΋ال بار بقای قانون ͳیعن بقا، قانون Έی اینجا در واق΄ در باشیم. داشته پروتون Έی و ال΋ترون Έی از ͳنه

قانون این وجود دلیل نامند. ͳم ۴١ ابرگزینش قانون را قانون این . شود ͳم حالت دو این بین ͳنه برهم Έی ایجاد نتیجه در و پروتون به ال΋ترون

میدان Έی اعمال با توان ͳم ͳبراحت آنکه حال ندارد، وجود پروتون به ال΋ترون Έی تبدیل برای ای شده شناخته ͳ΋فیزی فرایند هیچ که است این

اجازه که دارد وجود ابرگزینش قانون Έی هم ها انیون مورد در کرد. تبدیل پایین اسپین ال΋ترون Έی به را بالا اسپین ال΋ترون Έی ͳمغناطیس

دهد. ͳنم را متفاوت ͳانیون بار با حالت دو بین ͳنه برهم ایجاد نتیجه در و ی΋دیΎر به ها انیون بار تبدیل

ͳفیبوناچ های آنیون از ها کیوبیت ساختن ١١ . ١

1 یا 0 کل بار توانند ͳم ͳفیبوناچ آنیون دو کنیم. درست کیوبیت ͳفیبوناچ های آنیون از توانیم ͳم چΎونه که بفهمیم توانیم ͳم مقامات این با

باشد: داشته وجود تواند ͳنم زیر ͳخط ترکیب مثل ͳخط ترکیب بنابراین باشند، داشته

|ψ⟩ = a|(1, 1)0⟩+ b|(1, 1)1⟩, (۵۶)

Super-Selection۴١
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کنیم: استفاده زیر ترتیب به 1 کل بار با ͳفیبوناچ آنیون سه از که ناگزیریم کرد. درست کیوبیت Έی توان ͳنم ͳفیبوناچ انیون دو از و

|ψ⟩ = a|((1, 1)0, 1)1⟩+ b|((1, 1)1, 1)1⟩ (۵٧)

است: این هم آن و دارد وجود ͳکل بار این با حالت Έی فقط که چرا ساخت. کیوبیت توان ͳنم صفر ͳکل بار با انیون سه از البته

|ϕ⟩ = |((1, 1)1, 1)0⟩. (۵٨)

شوند: ͳم ساخته ͳفیبوناچ های آنیون از چΎونه کیوبیت Έی متفاوت حالت دو که دهد ͳم نشان (١٩) ش΋ل

τ

1

(τ × τ) × τ = 1 × τ = τ

|0⟩ |1⟩

τ τ

τ

τ τ τ

τ

τ

(τ × τ) × τ = τ × τ = τ

شوند. ͳم ساخته ͳفیبوناچ آنیون سه از کیوبیت Έی متفاوت حالت دو :١٩ ش΋ل

ضرب قاعده از کنیم. ذخیره صفر کل بار با ͳبس‐انیون های حالت در را ͳمنطق های کیوبیت خواهیم ͳم که کنید فرض الف: تمرین: n

بدست بعد این برای ͳکل رابطه Έی شد. خواهد چقدر ͳمنطق هیلبرت فضای بعد انیون 4, 5, 6, 7, 10 با که بΎویید و کنید استفاده فوق

کنید. محاسبه را d1 ͳکوانتوم بعد آنجا از و آورید

به کنید. تکرار کنیم ذخیره ١ بار با ای ذره بس های حالت در را ͳمنطق های کیوبیت خواهیم ͳم که ͳوقت برای را الف قسمت ب:

کنید. محاسبه را dτ خصوص

۴٠



ͳفیبوناچ های انیون ͳکوانتوم بعد ١١ . ٢

تعداد چه ͳفیبوناچ آنیون پن; یا چهار از ببینیم و دهیم ادامه را فرایند این توانیم ͳم ساخت. کیوبیت Έی توان ͳم ͳفیبوناچ آنیون سه از که دیدیم

ͳفیبوناچ آنیون تا n برای ͳکل رابطه Έی کنیم ͳسع توانیم ͳم ها آنیون از کم تعداد با های حالت آزمودن جای به است. شدن ساخته قابل کیوبیت

کنیم: ͳم شروع زیر رابطه از کنیم. پیدا

τ×n = an1 + bnτ (۵٩)

آن نتیجه در که

τ×(n+1) = (an1 + bnτ)× τ = anτ + bn(τ × τ) = anτ + bn(1 + τ) = bn1 + (an + bn)τ (۶٠)

رسیم: ͳم زیر تکرار رابطه به بنابراین

an+1 = bn

bn+1 = an + bn, (۶١)

ماتریس صورت به an+1یا

bn+1

 =

0 1

1 1


an
bn

 (۶٢)

بود: خواهد خواننده عهده بر آن کردن کامل که شود ͳم زیر نتیجه به منجر تکرار رابطه این anحل
bn

 =

0 1

1 1


n−1 0

1

 (۶٣)

داشت: خواهیم بزرگ های n برای که است این نهایی نتیجه

bn ∼ ϕn (۶۴)

آن در که

ϕ =
1 +

√
5

2
. (۶۵)

است. کوچ΋تر ٢ از که است ۴٢ طلایی کسر ͳیعن ϕ = 1.618 با برابر ͳفیبوناچ های آنیون ͳکوانتوم بعد بنابراین
Golden Ration۴٢
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ترکیب قواعد ١١ . ٣

نشان زیر صورت به را حالت این ، بنابراین دهیم. ͳم نشان بارشان با را ها انیون است. ͳفیبوناچ انیون تا سه دارای که بΎیرید نظر در حالت Έی

دهیم: ͳم

|1, 1, 1⟩. (۶۶)

انیون سه کل بار که گوید ͳنم زیرا کند، ͳنم مشخص کامل طور به را انیون تا سه حالت و نیست کامل ͳکوانتوم حالت از توصیف این ͳول

باشد: زیر صورت به بایست ͳم کامل توصیف Έی بنابراین ؟. 1 یا است 0 با برابر آی چیست،

|111⟩0, or |111⟩1. (۶٧)

بار این و باشد بوده 1 یا 0 توانسته ͳم اول انیون دو بار زیرا نیست، کامل توصیف این بازهم ͳول کند. ͳم مشخص را کل بار 0 یا 1 اندیس که

است: زیر صورت به کامل توصیف آنگاه باشد 0 با برابر کل بار اگر تر دقیق عبارت به کند. تولید را Έی یا صفر کل

|(11)1, 1⟩0, (۶٨)

است: زیر های صورت از ͳ΋ی به اول ذره دو کل بار آنگاه باشد، 1 با برابر کل بار اگر اما

|(11)0, 1⟩1, or |(11)1, 1⟩1. (۶٩)

فضای زیر Έی است Έی با برابر کل بار آن در که فضایی زیر و بعدی Έی فضای زیر Έی است صفر با برابر کل بار آن در که فضایی زیر بنابراین

است. بعدی دو

کل بار اینکه یا کنیم معین را دوم و اول ذره دو کل بار ، کل بار بر علاوه اینکه ببریم؟ کار به باید را توصیف کدام که پرسیم ͳم خود از حال

های توصیف این با که هایی حالت و هستند معادل توصیف سه هر این که است این ΁پاس را؟ سوم و اول ذره دو کل بار یا را؟  سوم و دوم ذره دو

این جا این در که کنید دقت البته نوشت. دیΎر Έی از ͳخط ترکیب صورت به توان ͳم را آنها و هستند فضا Έی در همه شوند ͳم تعریف مختلف

دوم ذره کل بار همراه به را دوم و اول ذره کل بار توان ͳنم که معنا این به ندارد وجود ایم گفته که آنچه از تر کامل ͳتوصیف که است نهفته فرض

: که است این فرض پیش ، دهیم نشان Q با را کل بار عملΎر اگر دیΎر عبارت به کرد. تعیین باهم دو هر سوم و

[Q1, Q12] = [Q2, Q12] = 0, [Q12, Q23] ̸= 0, etc. (٧٠)
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ͳداخل حالت چند بهتر عبارت به کنیم. کد آنها در توانیم ͳم ͳمنطق کیوبیت چند باشیم داشته ١ کل بار با ͳفیبوناچ انیون تا n اگر تمرین: n

فضای بعد همان که ها حالت این تعداد زیاد ها n برای باشد. Έی با برابر آنها کل بار که ͳقسم به است تصور قابل ها آنیون این برای

نیز d1 و شود ͳم خوانده ۴٣ ترکیب فضای اصطلاحا هیلبرت فضای این دهید. نشان dqn صورت به را آن و آورید بدست را است هیلبرت

شود. ͳم نامیده ۴۴ ͳکوانتوم بعد

داشت: خواهیم آنگاه ها فرض این قبول با

|(1, 1)1, 1⟩0 = |1, (1, 1)1⟩0, (٧١)

|(11)0, 1⟩1 = F00|1, (1, 1)0⟩1 + F01|1, (1, 1)1⟩1,

|(11)1, 1⟩1 = F10|1, (1, 1)0⟩1 + F11|1, (1, 1)1⟩1. (٧٢)

اند. شده داده نشان (٢٠) ش΋ل در روابط این

Fusion Space۴٣

Quantum Dimension۴۴
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= +0 0 1

= +1 0 1

F00

F11F10

F01

1 با ها)برابر دیاگرام (پایین ͳخروج و ها) دیاگرام (بالای ورودی های آنیون همه بار ،ͳفیبوناچ های آنیون برای ترکیب ماتریس ، :٢٠ ش΋ل

است.

و ͳمنطق قیدهای از مجموعه Έی به توجه با یا هستند ͳدلبخواه ضرایب این آیا کرد. تعیین باید چΎونه را ضرایب این که است این سوال

ͳم تعیین ترکیب روابط به توجه با ی΋تایی طور به و نیستند ͳدلبخواه ضرایب این که است این سوال این ΁پاس شوند. ͳم تحمیل ما به ͳریاض

روابط این حالت ترین ͳکل در ببینیم که است آن بهتر ͳول آوریم دست به را ضرایب این و کنیم استدلال ͳفیبوناچ خاص مدل برای توانیم ͳم شوند.

آورد. دست به ͳفیبوناچ خاص مدل برای را ضرایب این توان ͳم انتها در چیستند. آنها بر حاکم قیود و

است زیاد های اندیس تعداد با هایی ماتریس شامل چه اگر که آید ͳم در زیر ش΋ل به دلخواه بارهای با ͳکل های انیون به روابط این تعمیم

دریابد. را آن معنای تا کند نگاه (٢٠) ش΋ل به همواره تواند ͳم خواننده و دارد ای ساده معنای ͳول

|(a, b)m, c⟩d =
∑
n

(F dabc)mn|a, (b, c)n⟩d. (٧٣)

است. شده داده نشان (٢۵) ش΋ل در آن معادل یا  (٢٢) ش΋ل در نیز رابطه این
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... دهد. ͳم بسط دیΎر پایه حسب بر را پایه Έی F ماتریس :٢١ ش΋ل

=

a b c a b c

d d

m n∑
n

(Fd
abc)mn

تصویر. ش΋ل به (٧٣) رابطه :٢٢ ش΋ل

پنتاگون یا ͳضلع پن; اتحاد ۴ . ١١

به وابسته های حالت این که کنیم تقاضا اگر دارد؟ وجود ها ماتریس این روی قیدی هیچ آیا کرد؟  حساب را ها ماتریس این توان ͳم چΎونه

که شد خواهند پدیدار F های ماتریس روی ͳم΋مح قیود آنگاه باشند، مرتبط هم به ای) ساده ͳیعن) پذیری شرکت نحو به مختلف های توصیف

Έی قیدهاست. این تابع باشد پذیر شرکت بخواهد که جبری هر آنیونها مسئله از مستقل واق΄ در کند. ͳم محدود بشدت را F های ماتریس فرم

از مستقل جبر این عوامل از چندتایی ضرب Έی که باشد چΎونه باید جبر این در ضرب قاعده که است این سوال بΎیرید. نظر در را ͳکل جبر

باشد: سازگار جبر تا باشند مساوی هم با همه زیر عبارات مثل هایی عبارت باید مثال عنوان به باشد. عوامل این دوی به دو کردن ضرب ترتیب

(a(bc)d)((ef)g) = (((ab)(cd))e)(fg) = · · · = (ab)(c(de)f)g (٧۴)
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از مستقل چهارتایی عوامل ضرب که است ͳکاف تنها پذیر شرکت جبر Έی سازگاری برای که اند داده نشان پیش سالها ۴۵ لین Έم و بیرکهوف

عدم این تا باشد آنها کردن ضرب ترتیب از مستقل عامل چهار ضرب از حاصل عبارت Έی که است ͳکاف دیΎر عبارت به باشد. ها پرانتز جای

است. شده داده نشان (٢٣) ش΋ل در است معروف پنتاگون یا ͳضلع پن; اتحاد به که اتحاد این باشد. درست ͳعامل تعداد هر ضرب برای ͳوابستگ

((a × b) × c) × d

(a × (b × c)) × d a × ((b × c) × d)

a × (b × (c × d))

(a × b) × (c × d)

F F

F F

F

پذیر. شرکت جبر Έی برای ͳضلع پن; اتحاد (٧٣) رابطه :٢٣ ش΋ل

حالت از اگر که دارد ͳم الزام پنتاگون اتحاد ش΋ل گیرد، ͳم صورت آنها ͳخط ترکیب و ها آنیون بین ضرب این که ͳحالت در

|((a, b), c), d⟩. (٧۵)

حالت به بخواهیم و کنیم شروع

|a, (b, (c, d))⟩ (٧۶)

(٢٣) ش΋ل در شده داده نشان رابطه واق΄ در بریم. ͳم کار به ها انیون ترکیب برای ما که باشد ترتیبی از مستقل ͳخط ترکیب نهایی نتیجه برسیم،

این برای ما که باشد ͳدلبخواه شیوه از مستقل بایست ͳم کار حاصل اند. شده داده نشان (٢۵) و  (٢۴) های ش΋ل در که آید ͳم در ͳصورت به

Birkhoff and McLane۴۵
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ͳم Pentagon Identity یا ͳضعل پن; تحاد ا را آن که شود ͳم F های ماتریس بین ای رابطه به منجر استقلال این بریم. ͳم کار به جابجایی

شود: ͳم نوشته زیر صورت به ͳضلع پن; اتحاد (٢۴) ش΋ل به توجه با و تکراری، های اندیس باره در اینشتین جم΄ قرارداد از استفاده با نامند.

(Fnabc)mp(F
e
apd)nq(F

q
bcd)ps = (F emcd)nq(F

e
abq)ms (٧٧)

نیست. مجاز ای Fماتریس نوع هر کند. ͳم اعمال F ماتریس روی مهم قید Έی رابطه این .ͳضلع پن; اتحاد :٢۴ ش΋ل
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F

F

F

F F

a b c d

e

a b c d
e

a b c d

e

a b c d
e

a b c d

e

ͳضلع پن; اتحاد از متفاوت تصویری :٢۵ ش΋ل

و کنیم ثابت ها انیون از بیشتری تعداد برای را پذیری شرکت که نیست نیازی دیΎر باشد برقرار شرط این که بار Έی که است این ͳاساس نکته

انیون به منحصر ͳضعل پن; اتحاد این که باشد شده متوجه کنون تا بایست ͳم دقیق خواننده بود. خواهد برقرار نیز تعدادی هر برای پذیری شرکت

تر وسیع محدوده این به باشد. شده تعریف پذیر شرکت ͳعمل که جایی هر ͳیعن ریاضیات از تر وسیع محدوده Έی در است اتحادی و نیست ها

برگردیم. دوباره است مم΋ن

هΎزاگون یا ͳضلع شش اتحاد ۵ . ١١

کند ͳم فرق جایΎشت با کردن جابجا این بعدی دو فضای در ست. آنها کردن جابجا دهیم ͳم انجام ها انیون روی که دیΎر مهم اعمال از ͳ΋ی

کنیم دقت شوند ͳم جابجا که ͳوقت ذره دو این خط جهان به است ͳکاف نیست. کردن جابجا بار هیج مثل کردن جابجا بار دو ͳ΋فیزی نظر از زیرا

الزاما فاز این شود. فاز Έی ایجاد باعث تواند ͳم ͳکل حالت در ذره دو جای کردن عوض پیچند. ͳم هم دور به ها خط جهان این که ببینیم و

۴٨



کند ͳم اختیار موج تابع که فازی کنیم، ͳم جابجا ساعتگرد جهت در است، c ها آن کل بار که را (a, b) انیون دو که ͳوقت نیست. ±1 با برابر

نویسیم: ͳم بنابراین ،Rcab با است برابر

|a, b⟩c = Rcab|b, a⟩c. (٧٨)

= Rc
ab

aba b

c c

= (Rc
ab)

−1

aba b

c c

.R ماتریس :٢۶ ش΋ل

ها انیون بار با تنها ها حالت که ͳوقت .(Rcab)−1 با است برابر شده ایجاد فاز کنیم جابجا پادساعتگرد جهت در را انیون دو همین که ͳوقت

رابطه نیست، بعدی Έی V cab فضای که ͳوقت ͳیعن است،  لازم ها حالت کردن مشخص برای نیز دیΎری ͳکوانتوم اعداد و شوند ͳنم مشخص

شد: خواهد نوشته زیر صورت به جابجایی

|a, b;µ⟩c =
Nc

ab∑
ν=1

(Rcab)µν |b, a; ν⟩c, (٧٩)

کنیم. ͳنم ͳبررس را ها حالت این ما درس این در است. ماتریس Έی Rcab آن در که
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. هΎزاگون یا ͳضلع شش اتحاد :٢٧ ش΋ل

این فهم برای کند. ͳم اعمال قید Έی نیز R های ماتریس روی کند، ͳم اعمال قید Έی ترکیب های ماتریس روی پذیری شرکت که همانطور

داریم. رو پیش در راه دو کار این برای کنیم. عوض c ذره با را ab ذره جای خواهیم ͳم .|(a, b)m, c⟩d بΎیرید: نظر در را زیر حالت موضوع

بدون Έسمبلی صورت به را راه دو این کدامند. راه دو این اما باشد. نداشته کنیم ͳم انتخاب ما که ͳراه به ͳبستگ نهایی نتیجه که است ͳطبیع

نویسیم: ͳم زیر در ها اندیس به توجه

|(a, b), c⟩ = F |a, (b, c)⟩ = FR|a, (c, b)⟩ = FRF−1|(a, c), b⟩. (٨٠)

است: زیر صورت به کار این برای دوم روش نشده. نوشته ها اندیس دقیق ش΋ل رابطه این در که کنید دقت

|(a, b), c⟩ = R|c, (a, b)⟩ = RF−1 −→ |(c, a), b⟩ = RF−1R|(a, c), b⟩. (٨١)

شود: ͳم نوشته زیر ش΋ل به بایست ͳم رابطه این تر دقیق طور به

(F dabc)mnR
n
bc(F

d
acb)np = Rdmc(F

d
cab)mpR

d
pb). (٨٢)
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هستند. ها این ͳغیربدیه های ماتریس تنها : ΁پاس کنید. پیدا را R های ماتريس و ترکیب ماتریس عناصر همه ͳفیبوناچ مدل برای تمرین: n

F ≡= F 1
111 =

 ϕ
√
ϕ

√
ϕ −ϕ

 (٨٣)

ϕ =

√
5− 1

2
. (٨۴)

R =

 R0
11

R1
11

 =

 ei
4π
5

−ei 2π5

 . (٨۵)

آیزینگ های انیون ١٢

نوع دو و 1 یا ͳخنث بار نوع سه دارای آیزینگ های آنیون معروفند. آیزینگ های انیون به که پردازیم ͳم ها آنیون از دیΎری نوع به بخش این در

است: زیر صورت به آنها ترکیب قاعده و هستند ψ = ψ و σ = σ بار

σ × σ = 1 + ψ

σ × ψ = σ

ψ × ψ = 1. (٨۶)

با ͳبحران نقطه در را آیزینگ مدل ͳوقت که است این دلیل به شوند ͳم نامیده آیزینگ های انیون نام به ترکیب قاعده این به هایی آنیون چرا که این

فوق ۴۶ عملΎری ضرب قاعده با متفاوت میدان نوع سه دارای میدان نظریه این که شویم ͳم متوجه کنیم، ͳم توصیف همدیس میدان نظریه Έی

Operator Product Expansion۴۶
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کنیم. استفاده σ های آنیون از توان ͳم فقط کنیم، استفاده آیزینگ های انیون از بخواهیم اگر که شود ͳم معلوم بالا ترکیب روابط دلیل به است.

ساخت: زیر ش΋ل به توان ͳم را کیوبیت Έی

|ψ⟩ = a|((σ, σ)1, σ)σ⟩+ b|((σ, σ)ψ, σ)σ⟩ (٨٧)

σ σ σ

σ

σ σ σ

σ

1 ψ

(σ × σ) × σ = 1 × σ = σ (σ × σ) × σ = ψ × σ = σ

|0⟩ |1⟩

آیزینگ های آنیون با کیوبیت Έی از حالت دو ساخت ͳونگΎچ :٢٨ ش΋ل

آیزینگ آنیون ͳکوانتوم بعد ١٢ . ١

ترکیب روابط به اگر بسازیم. توانیم ͳم کیوبیت تعداد چه  تا، n  با مثلا آیزینگ های آنیون از مشخص تعداد Έی با که بپرسیم خود از توانیم ͳم

های آنیون مثل ΁پاس یافتن برای بسازیم. توانیم ͳم کیوبیت تعداد چه آیزینگ انیون تعداد این با که شود ͳم معلوم ͳیراحت کنیم نگاه آیزینگ مدل

فهمیم ͳم Έکوچ  های n  برای اول رابطه چند نوشتن با کار این برای رویم. ͳم پیش تکرار رابطه Έی کردن حل و جبری استدلال با ͳفیبوناچ

  که

σ×2n = an(1 + ψ), a1 = 1 (٨٨)

   آن نتیجه در  که

σ×2n+1 = an(1 + ψ)× σ = anσ + anσ = 2anσ, (٨٩)
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   و

σ×2n+2 = 2anσ × σ = 2an(1 + ψ). (٩٠)

  داشت  خواهیم ،a1 = 1  که این به توجه با نتیجه  در an = 2n−1a1   یا an+1 = 2an  که دهند ͳم نشان روابط  این

σ×2n = 2n−1(1 + ψ) (٩١)

   و

σ2n+1 = 2nσ. (٩٢)

 است.
√
2  با  برابر σ  آنیون واق΄ در یا آیزینگ های آنیون ͳکوانتوم بعد که دهد ͳم نشان آخر رابطه  این

   

    

ͳکل صورت به ͳکوانتوم بعد ١٣

  است: زیر ش΋ل به ها انیون برای ترکیب قاعده که دانیم ͳم   

a× b =
∑
c

Nm
ab m = Nm

ab m (٩٣)

نوشت: زیر صورت به را رابطه این توان ͳم  N̂b  ماتریس تعریف  با ایم. کرده استفاده تکراری های اندیس روی جم΄ قرارداد از آخر رابطه در  که

 

a× b = (N̂b)
m
a m. (٩۴)

  داشت: خواهیم رابطه این تکرار  با

a× b× c = (N̂b)
m
a m× c = (N̂b)

m
a (N̂c)

d
m d = (N̂bN̂c)

d
a d. (٩۵)
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  داشت: خواهیم ترتیب این  به

ai1 × ai2 × · · · ain =
(
N̂ai2 · · · N̂ain

)d
ai1

d. (٩۶)

  داشت: خواهیم کنیم توجه انیون نوع Έی به تنها اگر  حال

a× a× · · · a =
(
N̂a · · · N̂a

)d
a
d =

(
N̂n−1
a

)d
a
d =

∑
d

(
N̂n−1
a

)d
a
d, (٩٧)

طریق چند  به a  نوع از انیون  تا n  ترکیب بفهمیم که دهد ͳم نشان رابطه این ایم. نوشته بیشتر وضوح خاطر به را جم΄ علامت آخر جمله در  که

از انیون  تا n  ترکیب   دهد. ͳم بدست را ها راه تعداد همان عدد این کنیم. حساب  را
(
N̂n−1
a

)d
a
  باید کند تولید  را a  نوع از ͳانیون تواند ͳم

کنیم،  تولید a  مثلا̈ نوع Έی از های انیون با را ها کیوبیت اگر بنابراین کند. ͳم تولید  را a  نوع همان از ͳانیون  روش
(
N̂n−1
a

)a
a
  به  نیز a  نوع

ͳفیبوناچ های انیون سراغ به دوباره توانیم ͳم مقدمات این با  حال .N̂a  ماتریس مقدار ویژه بزرگترین با است برابر آنیون نوع این ͳکوانتوم بعد

برویم. آیزینگ های انیون و

 

داریم: ها انیون این برای   :ͳفیبوناچ های انیون ͳکوانتوم بعد n

N̂τ =

1 0

1 1

 (٩٨)

.ϕ = 1+
√
5

2 با است برابر آن مقدار ویژه ترین بزرگ که

    

  داریم: ها انیون این برای       آیزینگ: های انیون ͳکوانتوم بعد     n

N̂σ =


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 (٩٩)

  .
√
2   با است برابر آن مقدار ویژه ترین بزرگ که  
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Έتوپولوژی های گیت ساختن ١۴

و چیست؟ ما کیوبیت که بΎوییم باید نخست بسازیم. Έتوپولوژی صورت به را ͳکیوبیت Έی گیت Έی توانیم ͳم که ایم رسیده ای مرحله به حال

گیریم: ͳم نظر در ͳفیبوناچ انیون سه از زیر حالت دو عنوان به را کیوبیت کنیم. بیان را گیت ایجاد نحوه سپس

|0⟩ := |(1, 1)0, 1⟩1, |1⟩ := |(1, 1)1, 1⟩1. (١٠٠)

در کدام هر ها حالت این R ماتریس ش΋ل با مطابق کنیم جابجا را دوم و اول آنیون دو اگر حال دهد. ͳم نشان را کیوبیت این حالت دو () ش΋ل

کند: ͳم ایجاد را زیر گیت دوم و اول های آنیون جابجایی بنابراین شوند. ͳم ضرب بخصوص فاز Έی

σ1 :=

 α2 0

0 −α

 (١٠١)

α := e
2πi
5 . آن در که

دیاگرام های شاخه از ͳ΋ی از بایست ͳم خواننده صورت این در کنیم. جابجا را سوم و دوم های آنیون که آید ͳم وجود به ͳوقت جالب وضعیت

آورد. بدست را σ2 ماتریس و کند استفاده ͳضلع شش

: که دهید نشان مثال عنوان به راهنمایی: آورید. بدست را σ2 ماتریس و کنید استفاده ͳضلع شش دیاگرام های شاخه از ͳ΋ی از تمرین: n

(σ2)0p = (F )0mR
m
11((F )

−1)mp (١٠٢)

بدست های ماتریس که کنید تحقیق شیوه این به توانید ͳم را خود جواب ͳدرست است. F 1
111 ماتریس همان F ماتریس از منظور آن در که

دررابطه بایست ͳم آمده

σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 (١٠٣)

دهید. انجام متمتی΋ا با توانید ͳم را کار این کنند. صدق
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را دوم و اول انیون راست به چپ از اگر دهیم. انجام ͳمقدمات عمل دو توانیم ͳم شده تش΋یل انیون سه از که کیوبیت Έی روی ترتیب این به

ͳم عملΎر دو این به تری دقیق نگاه ایم. کرده اعمال کیوبیت روی را σ2 عملΎر کنیم جابجا را سوم و دوم انیون اگر و σ1 عملΎر کنیم جابجا

با: است برابر اول عملΎر اندازیم.

σ1 =

 e
4πi
5 0

0 −e 2π
5

 = e
11πi
10

 e
−3πi
10 0

0 e
3π
10

 = e−
3πi
10 σz = Rz(

3π

5
). (١٠۴)

کنیم. اعمال خود ͳمنطق کیوبیت روی 3π
5 مضارب اندازه به z محور حول هایی دوران توانیم ͳم دوم و اول انیون دو گردن جابجا با ترتیب این به

ͳمتناه مجموعه این آیا آورید. بدست کنیم اعمال دوم و اول آنیون دو کردن جابجا با توانیم ͳم که را هایی دوران کامل مجموعه تمرین: n

است؟

دهیم. ͳم نشان Rn(θ) با را دوران این کنیم. تولید نیز را دیΎر دوران Έی توانیم ͳم سوم و دوم های انیون کردن جابجا با

و زاویه دهید. انجام متمتی΋ا با توانید ͳم را کار این است. ای زاویه چه اندازه به و محوری چه حول دوران این که کنید مشخص تمرین: n

نیست. موازی x, y, z گانه سه های محور با دوران این محور که دید خواهید کنید. مشخص را دوران محور

هرگاه کنید. اعمال Έتوپولوژی ͳمنطق کیوبیت روی را ͳگیت نوع هر توانید ͳم Rz( 3π5 ) و Rn(θ) مثل دوران دو دلبخواه و ͳمتوال های ترکیب با

برای کرد. اعمال نیز را ͳکنترل گیت Έی مناسب، روش به کردن جابجا با توانیم ͳم باشیم، داشته ͳفیبوناچ های انیون این از تایی سه دسته دو

کنید: نگاه آن مراج΄ و [١] مقاله به توانید ͳم بیشتر مطالعه

انیون از ͳ΋ی است لازم تنها فوق های گیت اعمال برای اینکه آن و است شده گزارش نیز مهم نتیجه Έی مقاله این در دیΎر، نتایج بر علاوه

همین از اند نتایج این گویای که زیر های ش΋ل داریم. نگاه ثابت توانیم ͳم را دیΎر های انیون و دهیم حرکت و کرده کنترل را ͳفیبوناچ های

اند. شده گرفته مقاله
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داشتن نگاه ثابت و ها انیون از ͳ΋ی جابجایی با تنها که است شده داده نشان مقاله این در است. شده برداشته [١] مرج΄ از ش΋ل این :٢٩ ش΋ل

کرد. اعمال را ͳکیویبت تک ی ها گیت همه توان ͳم دیΎر انیون دو

Έی توان ͳم انیون Έی تنها جابجایی با چΎونه که است شده داده نشان مقاله این در است. شده برداشته [١] مرج΄ از ش΋ل این :٣٠ ش΋ل

ͳم را ͳکوانتوم یونیورسال ی ها گیت از مجموعه Έی مجموعه این دلخواه ͳکیوبیت تک های گیت همراه به . کرد اعمال نیز را تننده درهم گیت

سازند.
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ͳفیبوناچ های انیون برای پنتاگون اتحاد حل :Έی ضمیمه ١۵

ماتریس عناصر و کنیم حل ͳفیبوناچ های آنیون برای را پنتاگون اتحاد کنیم ͳم ͳسع ضمیمه این در

F =

F00 F01

F10 F11

 (١٠۵)

کل بار که ͳوقت است. شده داده نشان (٣١) ش΋ل در دیاگرام نخستین دهیم. ͳم انجام ترکیب های دیاگرام ͳبررس با را کار این آوریم. بدست را

راست به چپ از بارها این ترکیب که این از مستقل ها دیاگرام این برای راه Έی فقط و فقط ،Έتوپولوژی بارهای ترکیب قاعده است، 0 با برابر

کند. تحقیق را ادعا این ͳدرست تواند ͳم ͳبراحت خواننده چپ. به راست از یا بΎیرد صورت

0 0

0 0

1 11 1 11

1 10 1 10

1 1

1 1

=

=

کرد. ترکیب هم با توان ͳم ترتیب Έی به فقط است، صفر با برابر آنها مجموع بار که را آنیون سه :٣١ ش΋ل

پدید را (٣٢) ش΋ل های دیاگرام یا قواعد که دارد وجود ترکیب این برای راه دو است، 1 با برابر آنیون سه ترکیب از ͳناش کل بار که ͳوقت

آوریم. بدست را ها بسط این در موجود ضرایب که است این هم ما هدف آورد. ͳم
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1 11 1 11

0 0

1 1

1 11

1

1

= F00 + F01

1 11 1 11

1 0

1 1

1 11

1

1

= F10 + F11

شوند. ترکیب توانند ͳم طریق دو به است، Έی با برابر آنها بار مجموع که انیون سه :٣٢ ش΋ل

دیاگرام از دقت با مرحله هر در و کنیم ͳم ͳط را ͳضعل پن; این در بالایی مسیر نخست و رویم ͳم پیش پنتاگون اتحاد با مطابق کار این برای

برسیم. (٣٣) دیاگرام به تا کنیم ͳم استفاده (٣٢) و (٣١)
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1 11

0

1

1

1 1 11

0

1

1

1 1 11

1

1

1

1
= F00 + F01

1 11

0

1

1

1 1 11

1

1

1

= F00 + F01

1 11

1

1

1

11

10F10 +F111

های انیون ͳیعن چپ سمت انیون سه باره در را ترکیب قاعده اول، ردیف در کنیم، گذاری شماره راست به چپ از را ها انیون اگر :٣٣ ش΋ل

ایم. برده کار به (۴،(٢،٣)،١) انیون سه باره در را (٣٢) و (٣١) های قاعده دوم ردیف در ایم. برده ب΋ار (١،٢،٣)

رسد: ͳم (٣۴) ش΋ل در شده داده نشان رابطه به ͳضلع پن; بالایی مسیر که فهمیم ͳم (٣٢) و (٣١) های ش΋ل از استفاده دیΎر بار Έی با

1 11

0

1

1

1 1 11

1

1

1

= F00

+ F01F11

1 11

1

1

1

11

0
+F01F10F00 1+ F01

1 11

0

1

1

1 1 11

1

1

1

1F10 1+ F11

ایم. برده کار به (٢،٣،۴) ها آنیون ͳیعن راست سمت انیون سه باره در را (٣٢) و (٣١) های قاعده ͳقبل ش΋ل در :٣۴ ش΋ل

ͳم (٣۵) دیاگرام در شده داده نشان رابطه به منجر ͳضعل پن; این در بالایی مسیر کردن ͳط که شویم ͳم متوجه کردن خلاصه از پس سرانجام
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شود.

1 11

0

1

1

1 1 11

1

1

1

= (F2
00 + F01F10F11)

1 11

1

1

1

11

0+F01(F00 + F2
11)0+ F01F10

.ͳقبل ش΋ل در آمده بدست نتایج خلاصه :٣۵ ش΋ل

رسیم. ͳم (٣۶) دیاگرام در شده داده نشان رابطه به و کنیم ͳم ͳط ͳضعل پن; در را ͳپایین مسیر حال

1 11

0

1

1

1 1 11

0

1

1

1 1

1

1

1

1 1

= = F00 0

1

1

1

1

1 1

+ F01 1

رسیم: ͳم زیر رابطه به کنیم ͳط را ͳضلع پن; اتحاد در ͳپایین مسیر که ͳوقت :٣۶ ش΋ل

شود: ͳم زیر های تساوی به منجر (٣۶) و (٣۵) های دیاگرام مقایسه

F 2
00 + F01F10F11 = 0

F01F10 = F00

F01(F00 + F 2
11) = F01. (١٠۶)

دهیم: نشان زیر صورت به را F ماتریس ͳسادگ برای اگر

F =

a b

c d

 (١٠٧)
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هستند: زیر صورت به بالا روابط

a2 + bcd = 0, bc = a, a+ d2 = 1. (١٠٨)

  است: چنین آن حل  که

a =

√
5− 1

2
, bc = a. (١٠٩)

  شود: ͳم  پیدا F   ماتریس نهایی ش΋ل ترتیب این به باشد. b = c که است آن  نیازمند F   ماتریس بودن ͳان΋ی 

F =

 ϕ
√
ϕ

√
ϕ −ϕ

 (١١٠)

    است. طلایی عدد به  معروف ϕ =
√
5−1
2   آن در  که

     

آیزینگ های انیون برای پنتاگون اتحاد حل دو: ضمیمه ١۶

روی از زیر صورت به کیوبیت Έی های حالت که کنیم ͳم توجه نخست کنیم. ͳم حل آیزینگ های آنیون برای را پنتاگون اتحاد ضمیمه این در

شوند: ͳم ساخته آیزینگ های آنیون

|0⟩ = |(σ, σ)1, σ⟩σ, |1⟩ = |(σ, σ)ψ, σ⟩σ. (١١١)

این ͳداخل بارهای برای که ͳحال در باشد، 1 با برابر تواند ͳم تنها آنیون چهار این کل بار . گیریم ͳم نظر در را σ نوع از آنیون چهار ترکیب حال

این از کدام هر در اند. شده داده نشان (؟؟) و (٣٧) های ش΋ل چپ سمت های دیاگرام در حالت دو این است. پذیر ام΋ان حالت دو ها آنیون

ش΋ل به نخست باشند. برابر هم با باید که رسیم ͳم متفاوت نتیجه دو به و کنیم ͳم ͳط ͳضلع پن; اتحاد با مطابق را متفاوت مسیر هادو ش΋ل

های حالت ترکیب صورت به را چپ سمت حالت ͳضلع پن; اتحاد در بالا مسیر کردن ͳط که شده داده نشان ش΋ل این در کنیم. ͳم توجه (٣٧)

آورد. ͳم در راست سمت
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= G10(G00 + G11) + (G10G01 + G2
11)

σ

ψ

σ σ

σ

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ

σ

σ

1

ψ

11

1

σ σ σ

σ

σ

1

ψ

σ σ σ σ

1

ψ

σ σ σ

σ

σ

1

ψ= = 1

شود. ͳم (٢) رابطه به منجر پایین مسیر کردن ͳط و (١) رابطه به منجر بالا مسیر کردن ͳط آیزینگ. های آنیون برای ͳضلع پن; اتحاد :٣٧ ش΋ل

است: چنین رابطه این دیΎر بیان به

|
(
(σ, σ)ψ, σ

)
σ
, σ⟩1 = G00(G00 +G11)|σ,

(
σ, (σ, σ)1

)
σ
⟩1 + (G10G01 +G2

11)|σ,
(
σ, (σ, σ)ψ

)
σ
⟩1 (١١٢)

داریم: دیΎر بیان به آورد. ͳم در راست سمت های حالت از ͳمتفاوت ترکیب صورت به را حالت همان نیز پایین مسیر کردن ͳط

|
(
(σ, σ)ψ, σ

)
σ
, σ⟩1 = |σ,

(
σ, (σ, σ)1

)
σ
⟩1. (١١٣)

رسد: ͳم زیر نتیجه به هم با روابط این طرف دو مقایسه

G00 +G11 = 0

G10G01 +G2
11 = 1. (١١۴)

دارد: ͳل΋ش چنین ماتریس این که دهند ͳم نشان کنند، بل΋ه ͳنم تعیین را G ماتریس کامل طور به روابط این اما

G =

 a
√
1− a2

√
1− a2 −a

 . (١١۵)
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ͳمنته زیر نتیجه به رابطه این است. شده داده نشان (؟؟) ش΋ل در که بΎیریم نظر در نیز را دیΎر حالت Έی باید ماتریس این کامل تعیین برای

شود: ͳم

G10 = G11

G10(G00 +G11) = 1. (١١۶)

داریم: آیزینگ مدل برای بنابراین کنند. ͳم تعیین را G ماتریس ش΋ل روابط این مجموعه

G =
1√
2

1 1

1 −1

 . (١١٧)

ͳفیبوناچ های آنیون برای R ماتریس سه: ضمیمه ١٧

و دارد 1 بار انها از ͳ΋ی که انیون دو کردن جابجا که دانیم ͳم نخست آوریم. ͳم بدست ͳفیبوناچ های آنیون برای را R ماتریس بخش این در

ͳیعن کند، ͳنم ایجاد فازی نوع هیچ است خلاء معنای به درواق΄

Rτ1,τ = R1
11 = 1.

کنیم. حل را ه΋زاگون اتحاد یا ͳضلع شش اتحاد باید طبیعتا کار این برای کنیم. پیدا را R0 := R1
τ,τ و R1 := Rττ,τ فازهای خواهیم ͳم

دهد. ͳم نشان معین اولیه حالت Έی برای را اتحاد این (٣٨) ش΋ل
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τ τ τ

τ τ τ

τ
τ

τ τ
τ

τ

τ
τ

τ

τ
τ

τ

τ

τ τ

τ τ

τ

1

1

i
i

j

j

Ri

F0,i F−1
i, j

R−1
j

F0, j

1

است. |(τ, τ)1, τ⟩τ اولیه حالت که ͳوقت برای ͳفیبوناچ انیونهای برای ͳضلع شش اتحاد :٣٨ ش΋ل

ͳیعن است. شده نوشته τ برای 1 و 1 ِ آنیون برای 0 های اندیس با F =

ϕ √
ϕ

ϕ −ϕ

 ماتریس که کنید دقت

F00 = −F11 = ϕ F01 = F10 =
√
ϕ.

رسیم: ͳم زیر رابطه به آوریم ͳم بدست مرحله هر در که ضرایبی در دقت و ش΋ل این در پایین و بالا مسیر دو کردن ͳط با

F0,iRiF
−1
i,j = F0,jR

−1
j (١١٨)

یا: و

F0,0R0F
−1
0,0 + F0,0R0F

−1
0,1 + F0,1R1F

−1
1,0 + F0,1R1F

−1
1,1 = F0,0R

−1
0 + F0,1R

−1
1 . (١١٩)

رسیم: ͳم زیر رابطه به صورت این در که دهیم انجام (٣٩) ش΋ل در شده داده نشان ͳضلع شش اتحاد با را کار همین توانیم ͳم
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τ

τ
τ

τ

τ
τ

τ
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τ τ

τ τ

τ

τ

τ

i
i

j

j

Ri

F1,i F−1
i, j

R−1
j

F1, j

R1

است. |(τ, τ)τ , τ⟩τ اولیه حالت که ͳوقت برای ͳفیبوناچ انیونهای برای ͳضلع شش اتحاد :٣٩ ش΋ل

F1,iRiF
−1
i,j = R1F1,jR

−1
j (١٢٠)

F1,0R0F
−1
0,0 + F1,0R0F

−1
0,1 + F1,1R1F

−1
1,0 + F1,1R1F

−1
1,1 = R1F1,0R

−1
0 +R1F1,1R

−1
1 . (١٢١)

عهده بر کار این کرد. خواهد تعیین را R1 و R0 مقادیر که رسیم ͳم معادلات از ͳدستگاه به رابطه، دو این در Fij مقادیر دادن قرار با

با: برابرند مقدارها این دهد نشان که است خواننده

R0 = e−
4πi
5 R1 = e

3πi
5 . (١٢٢)

همان است ͳکاف کنید، رسم جدیدی های دیاگرام که نیست لازم راهنمایی: آورید. بدست آیزینگ های آنیون برای را R ماتریس تمرین: n

داشت، خواهید لازم دیاگرام دو هم جا این در کنید. عوض را ها انیون نام و بΎیرید نظر در را ͳفیبوناچ های آنیون به مربوط های دیاگرام
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کنید حل درست را مسئله اگر شود. ͳم شروع |(σ, σ)ψ, σ⟩σ حالت از آنکه دیΎری و شود ͳم شروع |(σ, σ)1, σ⟩σ حالت از آنکه ͳ΋ی

رسید: خواهید زیر مقادیر به

R0 = R1
σ,σ = e−

iπ
8 , R1 = Rψσ,σ = e3

iπ
8 ,
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